Capitulo 9

Codigos para Control de Erros

Este capitulo trata o problema da codificagao da informacao para a trans-
missao, designada de codificagdo do canal, cuja finalidade é a de permitir
controlar os erros de transmissao em sistemas de telecomunicacdes nao-
fiaveis ou ruidosos. Segundo o Teorema de Shannon da codificacao do
canal, existe um cédigo para a informacao que possibilita a sua transmis-
sao desde a fonte até ao destino com um ntmero de erros arbitrariamente
pequeno.

Neste capitulo estabelecem-se as bases matematicas que permitem a con-
strugao de alguns desses codigos e abordam-se os métodos mais utilizados
quer na deteccao quer na correcgao de erros, conjuntamente designados
por métodos de control de erros. Considera-se apenas o caso da transmis-
sao digital binaria.

9.1 Tipos de erros

H4 fundamentalmente dois tipos de ruido que afectam as comunicacoes
digitais: o ruido branco e gaussiano e o ruido impulsivo. E para enfrentar
cada um destes tipos de ruido sao utilizados c6digos com estruturas dis-
tintas.

Os erros de transmissao causados pelo ruido branco e gaussiano sao tais
que a ocorréncia de erro num determinado digito (binario) nao afecta os
digitos subsequentes, isto é, as ocorréncias de erros sao estatisticamente
independentes. Neste caso o canal discreto pode ser modelado pelo canal
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232 CAPITULO 9. CODIGOS PARA CONTROL DE ERROS

binario simétrico. Os erros de transmissao devidos ao ruido branco e
gaussiano sao designados de erros aleatorios.

A presenga de ruido impulsivo é caracterizada por longos intervalos de
tempo em que os digitos nio sao corrompidos, intercalados por mélhos' de
digitos corrompidos. O ruido deste tipo, normalmante de grande energia,
quando ocorre, afecta um conjunto (molho) de digitos seguidos, ou seja,
as ocorréncias de erros nao sao estatisticamente independentes.

As técnicas de control de erros destinadas a lidar com o primeiro tipo de
erros utilizam os designados cédigos de correccao de erros aleatérios® e
com o segundo, cédigos de correccio de erros aos mélhos®. Neste capitulo
abordaremos apenas os c6digos de correccao de erros aleatérios cuja base
matemética é semelhante & dos destinados & correccao de erros aos moélhos
visto que nos interessa apenas compreender os fundamentos desta teoria.

9.2 Tipos de codigos

Os codigos para control de erros sao béasicamente de dois tipos: cédigos
de bloco e cédigos convolucionais.

Nos coddigos de bloco, cada conjunto de k digitos de informagao é acom-
panhado de n — k de digitos redundantes, chamados digitos de verificacao
de paridade, calculados a partir dos digitos de informacgao e formando um
bloco de tamanho fixo, de n digitos, designado por palavra de codigo.

Nos codigos convolucionais nao ha digitos de verificacao distintos dos digi-
tos de informagao. A sequéncia dos digitos de informagao da origem a uma
outra sequéncia de digitos dependentes entre si de uma forma também cal-
culada de certa maneira (por convolucao).

Embora seja possivel tratar matematicamente ambos os tipos de codi-
gos numa teoria unificada, esta seria desnecessariamente complexa para
este curso dificilmente permitindo uma visualizagdo imediata das real-
izoes praticas. Neste capitulo abordaremos apenas os cédigos de bloco
visto serem os mais utilizados nos protocolos de comunicacao de dados.

!bursts na terminologia inglesa.
2random error correcting codes
3burst error correcting codes
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9.3. CODIGOS LINEARES DE BLOCO 233

9.3 Cddigos Lineares de Bloco

Os codigos de bloco mais usuais sao os lineares. Cada bloco de k digitos
da mensagem (digitos de informagao) sao codificados num bloco de n > k
digitos pela adicao de n — k digitos de verificagdo calculados a partir dos
k digitos da mensagem. A figura 9.1 ilustra a entrada e a saida do cod-
ificador do canal. Cada bloco de n digitos & saida do codificador é uma

Codificador Codificador
da 0110100101110  do  »[01001101112001001/011[10
Fonte ke | k]

Figura 9.1: Codificador de bloco do canal

palavra de cédigo. Os codigos nos quais os digitos da mensagem apare-
cem destacados num sub-bloco conexo da palavra de co6digo sdao chamados
codigos sistematicos ou separdveis. Se cada uma das 2F diferentes palavras
de codigo for obtida por combinacao linear de k palavras de codigo inde-
pendentes entao o cddigo é chamado de cédigo linear de bloco.

Um bloco de mensagem (de digitos de informagdo, a que chamaremos
digitos de dados) serd um tuplo D = (dy di do ... dy_1) com d; €
{0,1}. Havera portanto 2 blocos de mensagem distintos. Cada bloco
de mensagem é transformado numa palavra de cédigo representada pelo
tuplo C = (co ¢1 ¢2 ... ¢p—1) com ¢; € {0,1} e havera portanto apenas
2F palavras de codigo distintas, uma para cada bloco de mensagem. As
restantes 2" — 2% palavras que se podem formar com os n digitos binarios
nao fazem parte do dicionario do c6digo e, se porventura forem recebidas
no destino, denunciam a ocorréncia de erro.

Estes codigos sao designados de cédigos-(n, k) ou, abreviadamente, C'(n, k).
O seu rendimento, p, é igual a

p=—
n

pois aumentam o ntimero de digitos originalmente produzidos pelo codi-
ficador da fonte de um factor igual a 7.

Num co6digo sistematico linear de bloco os primeiros & digitos do codigo
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234 CAPITULO 9. CODIGOS PARA CONTROL DE ERROS

sao os digitos de informagao, isto é, ¢; = d; para j = 0,2,...,k —1 e os
altimos n — k digitos sao os de verificacao.

9.3.1 Distancia de Hamming

Definicao 9.1 Distincia de Hamming entre duas palavras de um codigo
de bloco, d(C;,Cj), € o nimero de posigoes em que as duas palavras, C; e

Cj, diferem.

A distancia de Hamming entre as palavras (11100) e (10101), por exém-
plo, é igual a 2. Elas diferem apenas na segunda e na quinta posigoes.
Duas palavras idénticas estao a distancia zero uma da outra e duas palavras
distintas estardo a uma distancia igual ou superior a uma unidade. O
conceito de distancia de Hamming é passivel de interpretacao geomeétrica
semelhante & da distancia Euclideana (usual) entre dois pontos do espago
fisico. Com efeito, pode estabelecer-se uma correspondéncia biunivoca
entre as 2" palavras distintas de n digitos binarios e os 2" vértices de um
hipercubo unitario no espaco de n dimensoes como se mostra na figura
9.2 para varios valores de n. Cada palavra de n digitos define a coor-

Qe
n=0
oe—=e1 010 ‘
n=1
10
00
n=2

Figura 9.2: Palavras de c6digo como coordenadas dos vértices do hiper-
cubo unitario a n dimensoes

denada de um vértice do cubo a n dimensées. Dois vértices adjacentes,
isto é, situados nos extremos de uma mesma aresta de comprimento igual
a 1 unidade, estao distanciados de uma unidade e as suas coordenadas
diferem apenas numa tnica posi¢cao dimensional. Se nos movermos de um
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9.3. CODIGOS LINEARES DE BLOCO 235

vértice para outro, ao longo de d arestas, entao a distancia entre esses dois
vértices serd igual a d desde que nao haja um ntmero menor de arestas
que liguem esses dois vértices.

Definicao 9.2 Distincia minima de um cédigo de bloco, dp,in, € a menor
das distancias de Hamming entre quaisquer duas palavras desse codigo.

Qualquer codigo com um nimero constante de digitos serd um sub-con-
junto das 2™ palavras disponiveis e podera ser representado mapeando-o
no cubo unitario a n dimensoes. As propriedades métricas das palavras
de um c6digo determinam a sua capacidade de control de erros.

9.3.2 Capacidade de control de erros dos c6édigos de bloco

Se se construir um cédigo de tal forma que cada palavra esteja a uma
distancia igual ou superior a 2 de qualquer outra palavra de c6digo entao
pode sempre detectar-se um tnico erro em qualquer palavra transmitida.
Com efeito, todos os casos em que ocorra um unico erro darao lugar a uma
nova palavra & distdncia 1 da palavra correcta original e & distancia pelo
menos 1 de alguma outra palavra de cdédigo. Assim, a palavra corrompida
serd diferente (e podera ser identificada) de qualquer palavra vélida. Nao
serd possivel corrigir o erro dado que nao é possivel localizar a posi¢ao do
digito errado visto que a mesma palavra pode ter resultado da corrupgao
de vérias palavras de codigo (validas) em diferentes posigoes dos digitos.
Da mesma forma, se ocorrerem dois erros na mesma palavra o resultado
pode dar origem a uma palavra véilida e a corrupgao nao sera detectada.
Torna-se evidente que para detectar a ocorréncia de até e erros numa
palavra de codigo a distancia minima do co6digo deve ser pelo menos igual
a e+ 1. De facto, e erros simultaneos darao origem a uma nova palavra a
distancia e da palavra original, mas também pelo menos & distancia 1 de
qualquer outra palavra de codigo.

Considere-se agora um c6digo com distdncia minima igual a 3. Um tdnico
erro em qualquer posicao de uma palavra de cédigo produzird uma nova
palavra & distincia 1 da palavra original e pelo menos & distancia 2 de
qualquer outra palavra de c6digo, portanto, mais perto daquela do que
destas.

Se se adoptar o principio da maxima verosimilhanca?, é mais provavel que

4Num bloco de n digitos, a probabilidade de ocorrerem apenas i erros é maior do
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236 CAPITULO 9. CODIGOS PARA CONTROL DE ERROS

a palavra original fosse a que est4 a distancia 1, na qual terd ocorrido um
inico erro, do que qualquer outra a distincia 2, em que teriam occorido
dois erros.

Ao tomar esta decisao de correc¢ao diz-se que o descodificador do canal
corrigiu um erro simples. Contudo, pode ter-se cometido um erro de de-
scodificagao caso tenham realmente ocorrido dois erros na palavra. Nesta
situacao a palavra corrompida estara & distdncia 1 de uma outra palavra
de codigo e & distancia 2 da palavra original.

Assim, a probabilidade de erro por digito de informagao entregue ao des-
tino, Pg, serd menor do que a probabilidade de erro por digito no canal

)
P., porque se elimina, pelo menos, a possibilidade de erros simples por
palavra. Na seccao 9.5 abordar-se-4 esta questao para o caso dos sistemas
que utilizam o mecanismo da correccao de erros progressiva.

Em conclusao, se se desejar corrigir até e erros por bloco (palavra de
codigo) deve assegurar-se que o codigo utilizado possui uma distancia
minima igual a 2e+ 1 pois, deste modo, e erros darao lugar a uma palavra
& distancia e da palavra correcta original e a pelo menos e+ 1 de qualquer
outra palavra vélida (de c6digo).

Seja dpin a distancia minima de um codigo,

Para detectar até eq erros:  dpy, =eq+ 1
Para corrigir até e, erros:  dpi = 26, + 1

Existe sempre um compromisso entre a capacidade de correccao de erros
de um codigo e a sua capacidade de deteccao de erros dado que um coédigo
que corrige e, erros pode ser empregue, alternativamente, como um co6digo
detector de e; = 2e. erros.

Definigao 9.3 Peso de uma palavra C; de um cédigo de bloco, p(C;), € o
ndmero de digitos 1 que a palavra C; contém.

Definigao 9.4 Peso minimo de um ciodigo de bloco, [p(C;)min € 0 peso
da palavra de menor peso desse codigo, exceptuando a palavra de peso zero.

Como consequéncia da linearidade pode determinar-se a distAncia minima
de um co6digo conhecido o seu peso minimo:

que a probabilidade de ocorrerem i + 1 erros (0 < ¢ < n — 1), i.é., P(0 erros) >

P(1 erro) > P(2 erros) > ... > P(n erros) quando P(1 erro) = P. < 1.
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9.3. CODIGOS LINEARES DE BLOCO 237

Teorema 9.1 — Distancia minima
A distancia minima de um cédigo de bloco é igual ao seu peso minimo.

Demonstracao

Seja p(C;) o peso da palavra C;. A distancia de Hamming entre quaisquer
duas palavras do codigo, C; = (cpi ¢1j ... cp—1i) € Cj = (coj €15 -+ Cn—1;),
serd entao

d(C;,Cj) = p(Ci + Cj)
dado que cg; + cx; = 1 sempre que cg; # ¢j. Portanto, a distancia entre

C; e Cj & igual ao peso de uma outra palavra de cédigo C, = C; + Cj.
Mas se C; = (00 ... 0) entao C; + C; = C; e por conseguinte

dmin = [p(ci)]min com C;#(00...0)

c.q.d.

9.3.3 Cddigos de Hamming

Para cada valor de n — k existe um c6digo binario com n — k digitos de
verificacao e comprimento da palavra de cédigo

n=2"k_1

A cardinalidade do dicionario é 2% e o codigo é capaz de corrigir um erro
simples em qualquer posicao da palavra recebida. O rendimento ou taxa
do codigo é

_k_2”_k—1—(n—k)_1 n—k
Pen ™ amk_—1 T gnk_]

Um codigo que obedega a estas condigoes é designado de c6digo de Ham-
ming.

Os codigos de Hamming sao c6digos correctores de erros simples ou de-
tectores de erros duplos de elevado rendimento. A ocorréncia de dois ou
mais erros nao pode, em geral ser corrigida e a ocorréncia de trés ou mais
erros nao pode, em geral ser detectada.
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238 CAPITULO 9. CODIGOS PARA CONTROL DE ERROS
9.4 C(Cébdigos Ciclicos Binarios

Os cédigos ciclicos constituem uma sub-classe dos codigos lineares de bloco
que é atractiva porque tanto a codificacao, como a detecg¢ao ou a correccao
dos erros no descodificador, podem realizar-se facilmente com registos de
deslocamento realimentados lineares® devido a simplicidade da estrutura
matematica que possuem. Estes codigos sao representados por polinémios
no corpo finito binério.

O corpo binario é o corpo finito constituido por um conjunto de dois
elementos, por exémplo, o conjunto A = {0, 1}, onde estao definidas as
operagoes de adi¢ao, +, e multiplicacao, -, obedecendo as seguintes regras:

- Jlof1]

010
110

= o

HOH
=

O =

em que o elemento 0 ¢é a identidade aditiva (o elemento zero do corpo) e
o elemento 1 é a identidade multiplicativa (o elemento unidade do corpo)
e onde se pode verificar que cada elemento é o seu proprio inverso aditivo
(simétrico), isto é, y = —y, Yy € A, e cada elemento diferente de zero é
o seu proprio inverso multiplicativo, ou seja, y = y~1, Vy € A_{O}. Por
outras palavras, a multiplicacao é a multiplicacao usual e a adicao é a
adicao usual tomada moédulo-2, ou seja, é a operagao ou-exclusivo.

9.4.1 Estrutura algébrica dos cédigos ciclicos

Definigao 9.5 Um cddigo linear de bloco C(n,k) é ciclico se possuir a
sequinte propriedade:

Se o tuplo C = (cg,c1,¢2,-..,Cn—1) for uma palavra de co-
digo entio o tuplo CY) = (ch_1.co. 1. Cn2) obtido por
deslocagao ciclica direita de uma posicao de C também é uma
palavra de codigo.

Desta definicao resulta que

7
cl) = (Cr—iy Ci—it 1y e« yCrn—1,€0yCly -+ Cp—i—1)

Slinear feedback shift registers ou Ifsr
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9.4. CODIGOS CICLICOS BINARIOS 239

também é uma palavra de codigo. Esta propriedade dos codigos ciclicos
permite considerar os elementos de cada palavra de codigo como coefi-
cientes de um polinémio de grau n — 1 numa variavel real z, isto é,

C—Cx)=co+crx+ca?+...4+cpqa™ !

em que os coeficientes ¢; € {0,1} do polinémio e as operagoes + e -, sdo,
respectivamente, os elementos e as operacoes do corpo binério.
O polinémio de codigo C?)(z) correspondente a palavra de codigo C10) ¢

C(i)(x) = Cp—itCp—it12+.. Aen_1 T gzt et L oo™t
e pode mostrar-se que o polinémio C¥)(z) é o resto da divisao de ' C(z)
por =" + 1, isto &,

2 C(z) = q(z) (" + 1) + C9(x)

(Resolver o problema 9.1).

Enunciemos e demonstremos agora um importante teorema que nos per-
mite gerar cddigos ciclicos.

Teorema 9.2 — Geragao de cddigos ciclicos

Seja g(x) um polindmio de grau n — k, que divide o polindmio x™ + 1.
Entao g(x) gera um cddigo ciclico (n,k) no qual o polinomio de codigo
C(x) correspondente ao polinomio de informagao (de dados) D(x) = dg+
diz+doz® + ...+ dj_qaF 1 é gerado por

C(x) = D(x)-g(=) (9.1)

Demonstracgao

Considerem-se os k polinémios g(z), « g(z), 2 g(x), ..., 2* "1 g(z) de grau
menor ou igual a n — 1. Qualquer combinacao linear destes polinémios é
um polinémio de grau menor ou igual a n — 1 e é miltiplo de g(z). Em
particular, a seguinte combinacao linear esta nessas condigoes

C(z) = dog(x)+dizg(z)+doa®glz)+...+ dp_y a1 g(x)
= D(x)-g(x)

Existe um total de 2* polinémios C(z) distintos correspondendo aos 2*
diferentes tuplos D = (dg,d1,ds, . ..,d;_1) e os polinémios de codigo C(z)
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240 CAPITULO 9. CODIGOS PARA CONTROL DE ERROS

correspondentes a esses 2% polinémios constituem um codigo linear (n, k).
Para mostrar que o codigo resultante é ciclico, considere-se que C(z) =

co+az+er?+.. . 4+ cy_12" ! & um polindmio deste c6digo. O produto
de z por C(z) da

x-C(z) = coz+ ar? 4+ P+ .oty 0" ey 1"
a1 (@™ +1) + (cne1 + cox + 18 + ...+ cpoz™1)
en1(z" +1) + CV(x)

onde se fez ¢,_1 + ¢,—1 = 0. C’(l)(x) obtem-se por deslocacao ciclica
direita de C(z). Dado que z-C(z) e 2™ + 1 sao ambos divisiveis por g(x),
CM () também ¢ divisivel por g(x). Assim, sendo C(V)(z) um maltiplo de
g(z), pode ser expresso como uma combinag¢ao linear dos polinémios ¢(z),
zg(z), 22g(x), ..., 2"~ g(x), o que significa que C((z) & também um
polinémio de c6digo. Em conclusao, pela definigao de um codigo ciclico,
o codigo linear gerado por g(z), 2 g(z), ..., 2¥71 g(x) & um codigo ciclico

O polinémio g(x) é chamado polinémio gerador do codigo ciclico. Pode
mostrar-se que g(z) é um polinémio irredutivel no corpo binério, isto ¢, um
polinémio primo (nao factorizavel) pelo que sera sempre g, _—1 = go = 1.

9.4.2 Geracao de co6digos ciclicos sistematicos

Dado o polinémio gerador g(z) de um codigo ciclico, as respectivas pala-
vras de c6digo podem ser construidas de uma forma sistematica separando
os digitos de verificagao de paridade dos digitos da mensagem da seguinte
maneira

C= (’I"(), 1,725« "n—k—1, d07 d17 d27 s 7d]€—1) (92)
n — k digitos k digitos
de verificagao da mensagem

de paridade

onde r(z) = ro + rz + ra® + ... + r_p_12" %71 & o polinémio de

verificacao de paridade correspondente ao polinomio da mensagem (a que
chamaremos polinomio dos dados), D(x) = do+dyz4doa?+. . . 4dp_q2*1.
E simples verificar que o polinémio r(x) & o resto da divisiao de z"~*D(x)
por g(z), ou seja

2"FD(x) = q(x) - g(2) +r(z) (9:3)
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onde ¢g(z) e r(x) sdo, respectivamente, o quociente e o resto daquela di-
visdo e que, por conseguinte, o polinémio de cédigo pode ser escrito sob
a forma

C(z) = r(z) + 2" *D(z) (9.4)

que constitui a representacao polinomial do cédigo ciclico sistemético.

Exémplo 9.1 Seja g(x) = 1+ 2+ 2° o polinémio gerador de um cédigo

ciclico (7,4). Determinar as 16 palavras deste codigo, das sequintes maneiras:
a)calculando os polinomios de cddigo através de C(x) = D(x) - g(x)
b)calculando os polindmios de cédigo na forma sistemdtica

Resolucao
a) Considere-se uma sequéncia de dados qualquer, por exémplo D =

(do,dy,d2,d3) = (1010), a que corresponde o polinémio D(x) = 1 + x>,
O correspondente polinémio de codigo é

C(z) = D(x)-g(x)
= (142%) - Q4+z+2°)=1+z+25+22 + 23 +2°
= 1+az+22+2°

dado que 3 + 23 = (1+1)-2° = 0-2° = 0. Portanto a palavra de
codigo ¢ C'=(1110010). Podem obter-se outras palavras do cidigo por
deslocagao ciclica desta. A seqgunda coluna da tabela 9.1 lista o cddigo
completo assim calculado.

b) Na forma sistemdtica os trés primeiros digitos sao os de verificacao e
0s ultimos quatro sao os da mensagem. Os digitos de verificacao sao os
coeficientes do polindmio r(x) que € o resto da divisdo de =" *D(x) por
g(x), isto é,

2"k D(x)

9(x)

Considere-se uma sequéncia qualquer de mensagem, por exémplo D =
(1110), a que corresponde D(z) =1+ 2% +23. Comon—k=7—-4=3,
tem-se z°D(x) = 2% + 2% + 2° e evecutando a divisio polinomial:

O +at a3 P +z+1
2+ 34a? r’+w
0 +2%+ 0 422

i+ 2?4

0+ 04+z = r(x)

= q(z) +
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242 CAPITULO 9. CODIGOS PARA CONTROL DE ERROS

donde resulta q(z) = 2> + 2 e r(z) = x pelo que C = (w 1110). De
r(z) D(z)

igual forma, podem obter-se outras palavras do codigo por rotagao ciclica

a partir desta. A terceira coluna da tabela 9.1 lista o codigo sistemdtico

completo assim calculado e na quarta coluna inidicam-se os pesos de cada

palavra deste codigo.

Tabela 9.1: Codigo ciclico (7,4) gerado por g(z) =1+ x + 3

Informacao Codigo criptografico Codigo sistematico Peso

D(z) C(z) = D(x) - g(z) C(z) =r(z) +a" "D(x) | p(Cy)
O 0o 0o 00O OOO O O 0|0 OO0 OO0OUO0OTOO 0
o 0 0 1{0 00 1 1 0 11 01 0 0 01 3
o 01 oo 01170101 11 0 0 1 0 4
o 0110 01 061 1. 10 1 0 0 0 1 1 3
o 1 0 0f0 1. 1.0 1.0 0{0 1 1 0 1 0 0 3
o1 0 10 1110 0 1{]1 1 0 0 1 0 1 4
o 1 100 1 0 1 1 1 01 0 0 O 1 1 O 3
0 1 1 140 1 00 O 1 1{]0 0 1 0 1 1 1 4
10 0 0(j1 1 01 0 0 O0Oj1 1.0 1 0 0 O 3
1 0 0 1}j1 1 0 0 1 0 10 1 1 1 0 0 1 4
1 01 0171 1 0 0 1 0{0 0 1 1 0 1 0 3
1 01 171 1 1 1 1 1 1)1 0 O 1 O 1 1 4
11 0 01 0 1 1 1 0 O|1 0 1 1 1 0 O 4
11 0 1}j1 0 1.0 0 0 1]0 0 O 1 1 0 1 3
111 01 0 0 01 1 0{0 1 0 1 1 1 O 4
1 11 1)1 0 O 1 0 1 11 1 1 1 1 1 1 7

Quatro observagoes sao devidas relativamente aos codigos deste exémplo
e que também se aplicam & generalidade dos casos:

(1) O conjunto das palavras de codigo ¢ o mesmo em ambas as cod-
ificacoes embora possam nao corresponder as mesmas palavras da
mensagem.

(2) O ciclo obtido pelas sucessivas deslocagoes ciclicas a partir de uma
palavra de c6digo pode nao gerar todas as palavras de codigo. Nestes
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casos haverd que repetir o procedimento a partir de uma palavra de
mensagem cujo cdédigo nao esteja contido num ciclo ja gerado.

(3) No codigo gerado através da equagao 9.1 as posi¢oes dos digitos de
verificacao e de informacao nao sao localizaveis constituindo o que
se designa por cédigo criptogréfico.

(4) O peso minimo dos codigos é 3 sendo a sua distancia minima tam-
bém d,,i, = 3. Portanto, o codigo (7,4) é corrector de erros simples
(e = 1) ou detector de erros duplos (e; = 2). Trata-se de um codigo
de Hamming pois verifica a relagio n = 2" % — 1.

9.4.3 Codificacao com registos de deslocamento

A maior vantagem que os codigos ciclicos oferecem é a simplicidade de
realizagdo pratica dos codificadores e dos descodificadores bem como do
control de erros.

As operagoes de codificagao descritas pelas equagoes 9.1 e 9.4 envolvem
respectivamente a multiplicacdo e a divisao de um polinémio pelo po-
linomio gerador ¢g(z). Em particular, no segundo caso, o polinémio de
verificagdo de paridade, r(z), é o resto daquela divisdo. Para realizar a
divisao utilizam-se registos de deslocamento com realimentacao.

Considere-se a divisao de um polinémio dividendo qualquer a(x) = ag +
a1t + azz® + ... + a,z" de grau n pelo polinémio fixo divisor b(x) =
by + bix + box? + ... + b, 2™ de grau m. O resultado serd um polinémio
quociente, q(x), de grau n —m e possivelmente um polinémio resto, r(x),
de grau menor que m

a(z) r(z)

o) 1 )

O primeiro termo de ¢(z) terd a forma ¢, ,,z"™ e pode deduzir-se

Gn—m pelo facto de se ter de fazer (g,—p,z™™™) - (bpz™) igual ao in-
verso aditivo do termo de maior ordem de a(x), ou seja, a,z™. Assim,
Gn-m = apb,t. Na divisdo executada manualmente continuar-se-ia, so-
mando a,b,,'z" ™ - b(x) a a(x) eliminando-se o termo a,z™ (e possivel-
mente véarios outros). Repetir-se-ia o procedimento deduzindo o termo
seguinte de ¢(z) que seria (an_1 — anbm_1b,,t) - btz ™1, ou seja,

anx™ +an_12"" 1+ ...+ a1z + ag | D™ + bp—12™ L+ . 4+ b1z + bo
anbtzn—m 4 (ap—1 — anbm_lb;ll)cc"_m_l + ...
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anx™ + anbmflb;llw”_l + ...+ anblb;llw”_m'*'l + anbobfnl:v"_m
(an—1 — anbm_ll);ll):c"’1 + ...
(@n—1 = anbpm—1bp" )&t + (an—1 = @nbm—1bp Vom bm—12" "% + ...
(an—2 — (anbm—2 + an—1bm—1)bp" + anb2,_1bm>) + ...

etc.

para cada novo coeficiente do quociente g; o polindmio ¢;b(x) é subtraido
do dividendo e o procedimento repetido até nao se encontrar novos termos
para o quociente. Neste ponto restarao ainda alguns termos no dividendo
que constituem o polinémio resto final, r(x).

O circuito representado na figura 9.3 mecaniza esta operagao de divisao
polinomial. Nessa figura, as caixas quadradas representam circuitos multi-
estaveis tipo-D interligados por adicionadores constituindo um registo de

Saida
ax)
OO OBNOBCOEE O NG ENO
1 2 3 m-2 m-1 m
@ ® H— =D ® ®
a(x)
Entrada

Figura 9.3: Circuito de divisao de polinémios

deslocamento. Os circulos circunscrevendo os valores dos coeficientes do
polinémio divisor sao multiplicadores por escalar na algebra considerada.
A saida do registo de deslocamanto, ap6s multiplicagdo pela constante bt
e, em cada estagio, pelo valor dum coeficiente do dividendo realimenta o
registo nesse estagio adicionando-se ao valor da saida do estagio anterior.

No caso binario, que é o que interessa considerar, a adicao é efectuada
modulo-2, o multiplicador por escalar é uma ligacao directa fechada se b; =
1 ou uma ligacdo aberta se b; = 0 e os multi-estaveis sdo bi-estéaveis (flip-
flops) tipo-D. A cada ocorréncia do pulso de relogio de temporizacao (que
nao esta representado) dos flip-flops, os valores a entrada destes transitam
para as respectivas saidas. O registo é inicialmente colocado a zero. A
saida ¢(x) permanece a zero durante os primeiros m deslocamentos, ao
fim dos quais o coeficiente da maior poténcia do dividendo «,, atinge o
altimo estagio do registo. Aparece entdo o primeiro coeficiente da saida
nio-zero, ou seja, a,b,! (notar que no caso binério b; 1 =1,;). As ligacoes
de realimentagao asseguram que, para cada coeficiente do quociente, g;,
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o polinémio ¢;b(z) seja subtraido do dividendo que é mantido no registo
sob a forma de restos parciais. Apos um total de n + 1 deslocamentos,
todo o dividendo entrou no registo, todo o quociente ja apareceu a saida
e o polinémio resto final encontra-se no registo.

Deve notar-se que a divisao s6 comeca quando o coeficiente da maior
poténcia do dividendo chega ao ultimo flip-flop, ou seja, apenas passados
n — k pulsos do relogio de temporizagao do circuito. Assim sendo e para
que a divisao possa comecar imediatamente, o polinémio dividendo deve
entrar directamente somado a saida do altimo flip-flop cujo valor é 0 visto
que o registo é inicializado a (00...0) antes do inicio da divisao.

Pode verificar-se que o mesmo circuito, alimentado & saida como se mostra
na figura 9.4, efectua a divisao polinomial. Mas, para formar uma palavra
de codigo sistemético, nao é necessario o quociente mas sim o resto da
divisao, portanto a saida tutil deste circuito é o préprio dividendo seguido
do resto final que ficou no registo.

2

Q\
& o—0
1

o =@ T @ T O @

® Mka *

L 2 C(

=
2
x
N

D(x)

Figura 9.4: Codificador para um codigo sistematico (n, k)

Esta configuracao é pois a mais apropriada para realizar a codificagao
sistemaética pela qual sao transmitidos em primeiro lugar os &k digitos da
mensagem, seguidos dos n — k digitos do resto descarregados do registo,
por deslocamento, apés efectuada a divisao. Durante os k primeiros pulsos
do relégio, os comutadores estao na posicao 1, e durante os restantes n —k
pulsos na posicao 2.

Exémplo 9.2 Definir um codificador para o cédigo ciclico bindrio (7,4)
gerado por g(x) = 1+x+2> e verificar a sua operacio utilizando a palavra
de mensagem (0101).

Resolucao

O codificador para este codigo estd representado na figura 9.5 pois tem-se
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n—k=T7T-4=3ego=1,g1=1,92 =0 e g3 =1. Os passos da opera¢io

1
|—> r -H%)—» r r :+)
re oI 1 2 \

0

2

D) :fo—> C(x)

Figura 9.5: Codificador para o codigo ciclico sistemético (7,4) gerado por
g(z)=1+2z+2°

de codificagao estao descriminados na tabela 9.2 e portanto a palavra de
codigo de (0101) € (1100101).

Tabela 9.2: Operagao de codificagdo da mensagem (0101)

bit de entrada nos saida dos
entrada registos registos
D(x) r§  r$ TS ry i rs
— 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 —- 1 1 0 192 deslocamento
0 0 1 1 —- 0 1 1 22 deslocamento
1 0o 0 1 — 0 0 1 39 deslocamento
0 1 1 0 —- 1 1 0 42 deslocamento

9.4.4 O sindroma: detecgao e correcgao de erros

Quando uma palavra de codigo C' é transmitida através do canal, ela serd
eventualmente corrompida, chegando ao receptor uma palavra qualquer
R. A partir desta o descodificador deverd determinar qual a palavra de
codigo efectivamente transmitida. Para isso divide R(x) pelo polinémio
gerador g(x) obtendo um resto S(x) que é designado por sindroma de
R(x). Se o sindroma for zero a palavra recebida pertence ao codigo e
portanto toma-a como correcta. Caso contrario decide que houve erro e
podera ou nao tentar corrigi-la. Essa divisao é representada pela equagao

R(z) = P(a) - g(z) + S(x) (9.5)

Fundamentos das Telecomunicagées, 2003



9.4. CODIGOS CICLICOS BINARIOS 247

em que P(z) é o polinémio quociente. O polindémio sindroma S(z) é de
grau n — k — 1 ou inferior. Seja F a sequéncia de erro que ocorreu no
canal. F pode ser representado por um polinomio E(x), desconhecido, de
grau n — 1 dando origem a R(z) da seguinte forma:

R(z) = C(z) + E(x) (9.6)
Substituindo este valor na equacio 9.5 tem-se

C(z) + E(z) = P(z) - g(z) + S(z) (9.7)
e dado que C(z) = D() - g(z) tem-se

E(z) = [P(z) + D(x)] - g(x) + S(x) (9.8)

donde se verifica que o resto da divisao da sequéncia de erro pelo polino-
mio gerador é igual ao sindroma de R(z). Por outras palavras, o sindroma
do erro é igual ao sindroma da palavra recebida. Daqui se conclui que o
sindroma contém informacao acerca do padrao do erro e pode ser utilizado
para corrigir R.

No codigo (7,4) dos exémplos anteriores o sindroma é um polindmio de
grau n — k = 2, isto é, tem 3 digitos, que é o ntmero de digitos sufi-
ciente para apontar para uma das sete possiveis posicoes do erro podendo
portanto corrigi-lo. Caso tenham ocorrido dois ou mais erros o reduzido
namero de digitos do sindroma neste codigo (7,4) ndo permite aponta-los
a ambos. Apenas indicard que eles ocorreram.

Para a descodificacao, é entao efectuada uma divisao utilizando-se um
circuito semelhante ao da figura 9.3 como se mostra na figura 9.6. Neste
circuito existe um registo de deslocamento (buffer) de entrada com n flip-
flops onde d4 entrada a palavra recebida R(z). Simultaneamente, é ex-
ecutada a divisdo de R(x) pelo polinémio gerador g(z) no registo reali-
mentado abaixo daquele, que contera o resto logo que R(x) esteja todo no
buffer. A soma das posicoes em erro é S(z) = r(x). Se ocorreu um erro
simples entao S(z) = sg+s1x+ ...+ Sp_p_12" **t1 indica a posicao desse
€erro.
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0 1 2 n-2 n-1
RX) 4— |— I— .

o @] T @] T fm @={ T~ S¥)

Figura 9.6: Divisao de R(z) por g(x) no descodificador

Caso o descodificador seja utilizado para deteccao de erros, bastaréd cal-
cular o ou-inclusivo dos valores dos registos do circuito divisor para se
sinalizar a ocorréncia de erro.

Caso seja utilizado para a correccao, numa solucao elegante, adiar-se-a
a correccao para a altura em que a palavra recebida saia do buffer de
entrada para ser entregue ao destino. Assim, se o sindroma indica um
erro na posicao 2! dever-se-4 deixar sair do buffer n — 1 —i digitos de R(z)
e depois corrigir o digito ¢ quando ele aparecer a saida.

De modo a libertar o registo de divisao para a palavra R que venha logo
a seguir, transfere-se S(x) para um circuito divisor idéntico — o registo
corrector —, temporizado sincronamente com os restantes, e leva-se o
registo anterior a zero. A figura 9.7 ilustra a logica de um circuito corrector
de erros. Pode verificar-se que a fungao de correc¢ao para o caso de erros
simples &, como mostra a figura:

f(S(), 81,0 .. ,Sn,kfl) =350Vs1VsaV...VS8y,_ k1 (9.9)

9.4.5 Cdbdigos BCH

A concepcao 6ptima de codigos para control de erros envolve a procura
de codigos com o menor comprimento possivel de bloco, n, para um dado
comprimento £ do bloco de informacao e para uma determinada distancia
minima do c6digo, din- Ou, para um dado comprimento do bloco n e
valor do rendimento k/n, descobrir aqueles que possuem a maior distancia
minima d;,j,.- Isto é normalmente deseja-se encontrar codigos com a
maior capacidade de deteccao ou de correccao de erros possivel.

Os codigos BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem) constituem a sub-classe
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R(¥) e — @ C(x)

registo @
0 @ 0 @ 0 |ocalizador 0
Y Y Y Y
® = ®
copiae
-<o- desloca
umavez

®
® w5 ©
corrector

€(~®e
:

Figura 9.7: Circuito corrector de erros simples

mais poderosa dos codigos ciclicos correctores de erros. A sua anélise de-
talhada, porém, exige tratamentos com &lgebras em corpos finitos o que sai
fora do Ambito deste curso. Enunciam-se, contudo, algumas propriedades
dos codigos BCH que ilustram a sua potencialidade.

Assim, para quaisquer niimeros inteiros positivos m e e, (com e, < 2771)
existe um co6digo BCH com os seguintes parametros:

comprimento do bloco: n=2m—-1
n? de digitos de verificacdo: n —k < me.
distancia minima: Amin > 2e. + 1

em que e. € o nimero de erros que o coédigo é capaz de corrigir.

Segundo o teorema 9.2, qualquer factor de 2" +1 com grau n—k pode servir
de polinémio gerador de um codigo ciclico (n, k) mas nao gera necessari-
amente um bom codigo. A tabela 9.3 lista os polinémios geradores de
alguns codigos ciclicos que revelaram possuir as melhores caracteristicas
para serem usados como c6digos correctores em sistemas de transmissao
genéricos.
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Tabela 9.3: Alguns bons cédigos ciclicos

Tipo n k p dimin g(x)

codigosde 7 4 0.57 3 2 4+ar+1

Hamming 15 11 0.73 3 441
31 26 084 3 2+ a2 +1

c6digos 15 7 046 5 BT+ 54+t 1

BCH 31 21 068 5 20494 af4ab a4l
63 45 0.71 7 2 4217 4 216 15 4 % 4T

a8+ 3+ 22+ +1
a9 42"+ a2+ a5+ +1

3

codigo 23 12 0.52
Golay

9.5 Técnicas de Correccao de Erros

9.5.1 Correcgao Progressiva e ARQ

Quando um cédigo para control de erros é utilizado directamente como
corrector, o processo designa-se por correc¢ao de erros progressiva — For-
ward Error Correction (FEC). E o tinico mecanismo utilizavel quando s6
existe um canal num s6 sentido (comunicagdo simplex) e a retransmis-
sao é impossivel ou quando esta é impraticavel. Como exémplos desta
situacao podem citar-se as transmissoes por difusdo nas quais existem
multiplos destinatéirios e as sondas espaciais que, pelo facto do tempo de
propagacao ser muito grande, utilizam essencialmente canais simplex.

Uma outra técnica, que é designada por correccao por pedido automaéatico
de repeticao — Automatic Repeat reQuest (ARQ), exige um canal em
sentido oposto — comunicacao duplex —, que permita ao descodificador
do canal pedir ao codificador a retransmissao de palavras (blocos) sempre
que detecte a existéncia de erros. Nesta situacao o coédigo é utilizado
apenas como detector de erros e a correcgao processa-se por repeticao.

A técnica de correc¢ao progressiva é raramente utilizada nos sistemas
de transmissao de dados visto funcionarem normalmente em duplex pos-
sibilitando a retransmissao e proporcionando redugoes muito maiores da
probabilidade global de erro com rendimentos substancialmente melhores.
Ela é utilizada noutras aplicagoes, por exémplo, nas memorias de com-
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putadores ou nas gravacoes digitais magnéticas ou 6pticas.

Como termo de comparacao com as técnicas ARQ, consideraremos neste
capitulo apenas o caso da correccao progressiva.

As técnicas ARQ serao abordadas num proximo capitulo no contexto dos
protocolos de comunicacao de dados.

9.5.2 Probabilidade de Erro na Correcgao Progressiva

Um co6digo corrector é caracterizado por corrigir até e. erros por palavra.
Ocasionalmente corrigird mais do que e, erros. Portanto, uma palavra de
n digitos serd incorrectamente descodificada, ou seja, estard normalmente
errada quando ocorrerem e, + 1 ou mais erros. A probabilidade, Py, de
uma palavra errada serd pois

n
Py < Plec+1,n) + Plec+2,n) +...+ P(n,n) = > P(i,n)
i=ec+1

em que P(i,n) designa a probabilidade de existirem exactamente i erros
numa palavra de n digitos cujo valor, como se sabe, é dado pela dis-
tribuicao binomial:

P(i,n) =CI' P:(1—P,)" "

onde P, é a probabilidade de erro por digito no canal. Se se tiver P, < 1,
o que de facto se verifica nos sistemas reais, entdao P(i + 1,n) < P(i,n),
sendo aceitavel tomar-se a aproximacao

Ppe = Plec+1,n) = CI 4 Pfet? (9.10)

e

o que significa que uma palavra errada, tipicamente, possuiré e.+1 digitos
errados dos quais, em meédia,

k
Zle.+1
et 1)

sao digitos de informagao e os restantes erros sao nos digitos de verificagao.

Quando sao transmitidas N > 1 palavras as quais contém um total de
EN digitos de informagao, espera-se receber NP, palavras erradas ou
seja %(ec + 1)N P, digitos de informagao errados. Portanto, a probabil-
idade de se entregar ao destino um digito de informacao errado, isto é,
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a probabilidade de erro por bit®, Pg, quando é utilizada a correccao de
erros progressiva é

k
P _E(ec—i_l)NPpe_ec—i_]-P
E= kN on be

ou seja,

Pg =Clt peett (9.11)

E importante notar que este resultado esta de acordo com o Teorema de
Shannon da codificagao do canal, segundo o qual, uma melhoria (diminui-
¢do) da probabilidade de erro (Pg < P,) e portanto menor equivocagao
e maior transferéncia de informacao se faz & custa duma diminuicao da
velocidade de transmissao (débito) de informagao, neste caso de um factor
igual a p = % O débito da fonte, rs, e o débito no canal, r., estao pois
relacionados por

k7
p: _= —
n o T

(9.12)

9.6 Problemas

9.1 — Seja C'(x) um polinémio de grau n — 1 com coeficientes num corpo
binario e C'¥) () o polinémio resultante da rotacio ciclica direita dee
grau n — 1 com coeficientes num corpo binario e C)(z) o polinémio
resultante da rotacao ciclica direita de ¢ posi¢oes dos coeficientes
de C(z). Mostrar que o polinémio C¥(z) é o resto da divisdo de
2! C(x) por & + 1, isto &, que

2" C(z) = q(z) (z" + 1) + C(z)
onde ¢(z) é o polinémio quociente da divisao.
9.2 — Um codigo linear ciclico (15,5) tem como polinémio gerador:
g(z) =1+z+a2>+2* +2° + 2% + 210

a) Esquematizar um codificador e um calculador de sindroma para
este codigo.

bpassaremos a designar o digito binario por bit sempre que no haja confusio com
a unidade de medida da informagao
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b) Determinar o polinémio do codigo, quer sistematico quer crip-
tografico, correspondente ao polinémio de mensagem D(z) =
1+ 22+ 2t

¢) O polinémio R(x) = 1+x*+2%+28+21 pertence ao dicionério
do co6digo? Em caso negativo determine o respectivo sindroma.

9.3 — O polinémio gerador de um codigo ciclico (15,7) é
g(z) =1+a2* + 2%+ 27 + 28
a) Determinar a palavra do codigo sistematico para o polinémio
de mensagem D(z) = 22 + 23 + z*.
b) Sup6r que o primeiro e ultimo digitos do polinémio de codigo

C(x) para D(z) sofreu um erro na transmissao. Determinar o
sindroma de R(z).

9.4 — Coustruir um cédigo para correccao de erros simples com um com-
primento de bloco da mensagem igual a 11 e mostrar, através de um
exémplo, que ele pode efectivamente corrigir erros simples.

9.5 — Num co6digo de repeticao tripla, por cada digito binario produzido
pela fonte sao enviados trés. Por cada 0 é enviado 000 e por cada 1
é enviado 111.

a) Mostre que este codigo é corrector de erros simples.
b) Determine um polinémio gerador do codigo.

¢) Determine uma expressao para a probabilidade de erro por bit
em funcao da probabilidade, P., de erro no canal.

d) Compare este codigo com o de Hamming (7,4).

9.6 — Mostre que um polinomio gerador de um codigo ciclico binario (n, k)
tem sempre g,_p = go = 1 e que portanto so existem 27F-1
polinémios candidatos a geradores desse codigo.

9.7 — O codigo de Hamming (7,4) pode ser extendido de modo a formar
um codigo (8,4) por adi¢ao de um quarto digito de verificagao es-
colhido de modo a tornar par a paridade de todas as palavras de
codigo. Aplique este processo de extensao aos codigos da tabela 9.1
e mostre que dp,j, = 4. Determine o respectivo polinémio gerador.

fim do capitulo 9
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