Capitulo 8

Teoria da Informacao

A teoria dos sinais e dos sistemas de comunicagao, constituindo embora
uma ferramenta valida de anélise, nao aborda o processo fundamental
das comunicacoes que é o da producao e transferéncia de informacao.
Reconhecendo a necessidade de uma teoria propria para este processo,
Claude Shannon, matematico dos Laboratorios Bell que ali trabalhara em
sistemas de comunicagao durante a segunda grande guerra, desenvolveu
uma "Teoria Matematica das Comunicagdes" que publicou pela primeira
vez em 1948.

Segundo Shannon, a questao principal da engenharia de comunicagoes era
a seguinte: Dada uma fonte de informacao qualquer, como é que devem
ser representadas as mensagens por ela emitidas, de modo a poderem ser
transmitidas fiavelmente através de um canal de comunicacao, dadas as
inerentes limitagoes fisicas deste?

Ao atacar esta questao Shannon concentrou-se na informagao da mensa-
gem em si, e nao nos sinais utilizados para a transmitir. Esta abordagem
deu origem ao que é hoje conhecido por Teoria da Informagcao, que se tem
desenvolvido como disciplina hibrida da matemaética e da engenharia.

A Teoria da Informacao estuda quatro problemas fundamentais:

1. A medida da informacao produzida por uma fonte;

2. A codificagao da fonte destinada a representar a informacao pro-
duzida pela fonte com o menor niimero possivel de simbolos;

3. A capacidade do canal de comunica¢iao para transmitir informacao,
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196 CAPITULO 8. TEORIA DA INFORMACAO

ou seja, o méximo da quantidade de informacgao por unidade de
tempo que é possivel transmitir num canal;

4. A codificacao do canal como mecanismo para melhor utilizar a ca-
pacidade do canal que normalmente se designa por codificacao para
control de erros.

Nesta teoria o termo canal é utilizado em sentido lato, designando o sis-
tema (ou a via) de comunicagdo completo entre a fonte e o destino da
informacao. O termo codificagao é utilizado igualmente no seu sentido
mais genérico de representacao de mensagens quer por formas de onda
continuas quer por formas de onda discretas ou outros simbolos. Os qua-
tro problemas atras referidos conjugam-se naquele que constitui o teorema

fundamental da Teoria da Informacao, a saber:

Dado um canal de comunicacao e uma fonte cujo débito de
informacao nao excede a capacidade do canal, existe um cédigo
tal que a informacao pode ser transmitida através do canal com
uma frequéncia de erros arbitrariamente pequena, apesar da
presenca de ruido.

O aspecto surpreendente deste teorema é a promessa que faz de transmis-
sao de informacao sem erros através de um canal ruidoso, o que se torna
possivel através de operagoes de codificagao.

O processo de codificacao envolve, em geral, duas operagoes distintas de
codificagao/descodificacdo, representadas em diagrama na figura 8.1. O
codificador e o descodificador do canal executam a tarefa de control de er-
ros, detectando-os e eventualmente corrigindo-os através de mecanismos
que se estudarao no préximo capitulo e pelos quais os efeitos do ruido
podem ser reduzidos ou eliminados. Assim, podemos desde ja conside-
rar que o conjunto dos blocos da figura 8.1 contidos no bloco tracejado,
equivale a um canal sem ruido. A teoria da informacao vai um passo
mais além afirmando que a codificagao 6ptima do canal d& origem a um
canal equivalente sem ruido com uma capacidade de transmissao de in-
formacao bem definida. Desde que o débito de informacao da fonte nao
ultrapasse a capacidade do canal, o codificador da fonte representa a infor-
magao através de simbolos — normalmente binéarios — tentando fazé-lo com
o menor nimero possivel desses simbolos, operagao esta que se designa por
compressao da fonte. O descodificador da fonte executa a operacao inversa
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8.1. MEDIDA DA INFORMAGCAO 197

retirando dos simbolos recebidos a informagao neles contida entregando-
a ao destino. Pode dizer-se entdo que o par codificador/descodificador
da fonte tém o papel de adaptar a fonte ao canal equivalente sem ruido.
Comecaremos por considerar o caso da informacao representada sob a

Equivalente do canal sem ruido

Desco- Desco-

Codificador | | Canall dificador | dificador |
do Canal com ruido do Canal da Fonte

Codificador
da Fonte

!
|
Y

o~ ctunaold

Figura 8.1: Sistema de comunicacao com codificagdo da fonte e do canal

forma digital ou discreta. Trataremos a medida da informagao, a cod-
ificacao da fonte, a transmissdo da informacao e a capacidade do canal
discreto. Estes conceitos serao depois extendidos ao caso mais realista
da transmissao de informagao em canais continuos onde as mensagens
tomam a forma de sinais varidveis no tempo, concluindo com a le: de
Hartley-Shannon que define a capacidade do canal em fun¢ao da largura
de banda e da razao sinal-ruido, servindo de termo de comparagao para a
avaliacao do desempenho de sistemas de comunicacao.

Convém recordar o que se disse no inicio relativamente ao conceito de
canal em Teoria da Informacao: é a via de comunicacao simplex completa

a partir da saida do codificador da fonte e até a entrada do respectivo
descodificador no destino, isto é, o bloco a tracejado na figura 8.1.

8.1 Medida da Informacao

O ponto de partida da teoria da informagcao é a medida da informagao,
termo técnico que nao deve ser confundido com dados, nem com conheci-
mento ou significado, conceitos cuja definicao e medida sao ainda objecto
de debate.

No contexto das comunicagoes, informacao nao é mais do que o produto,
o bem ou o objecto imaterial util produzido por uma fonte que tem de
ser transferido para um utilizador num destino. Se a informacao esta
préviamente disponivel no destino a transferéncia sera zero.
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198 CAPITULO 8. TEORIA DA INFORMACAO

Suponhamos, por exémplo, uma pessoa que planeia as suas férias de verao
para o Algarve e ouve uma das seguintes previsdes do tempo para essa
altura:

No Algarve o sol vai nascer
No Algarve vai chover
No Algarve vai nevar

A primeira mensagem nao contém nenhuma informacao pois é certo que o
sol nasce todos os dias em toda a parte. A previsao de chuva porém con-
tém informagao nao disponivel anteriormente. A terceira previsao fornece
ainda mais informacao dado que nevar no Algarve é um acontecimento
raro e porventura inesperado.

E senso comum que quanto menos provavel for uma determinada men-
sagem maior a quantidade de informacao nela contida. Pode pois concluir-
se que a medida da informacao deve relacionar-se com o grau de incerteza
do destinatario quanto & mensagem que vai receber. Posto de outra forma,
a informacao mede a liberdade de escolha exercida pela fonte ao seleccionar
uma mensagem dentro do conjunto universo das possiveis mensagens.

8.1.1 Informacgao prépria

Torna-se evidente, portanto, que a medida da informacao deve ser uma
funcao da probabilidade de ocorréncia da mensagem.

Seja f() essa fungao e x; uma mensagem arbitraria tal que a probabilidade
do acontecimento z; ser seleccionado para transmissao é P(x;) = P;. A
quantidade de informagao, I;, associada a ocorréncia de z;, designada de
informagao propria ou auto-informagao de x;, sera entdo I; = f(P;).

A funcao f() deve possuir as seguintes propriedades:
(i) f(P)>0 para 0<P <1
(iii) f(P) > f(P) para P, <P,
Estas propriedades fundamentam-se, ainda, no senso-comum. A primeira
indica que a informacao nunca é negativa, a segunda que ela é nula se o

acontecimento for certo e a terceira indica que a informacao aumenta com
a incerteza.
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8.1. MEDIDA DA INFORMAGCAO 199

Existem muitas fungdes que possuem estas trés propriedades. Contudo,
considere-se o caso em que a fonte produz duas mensagens sucessivas e
independentes, x; e xj, com probabilidade conjunta P(z;x;) = P =
P;P;. Pretende-se que a informagao total seja igual & soma da informagcao
das mensagens individuais o que exige a seguinte propriedade adicional:

(iv) f(PiP;) = f(P) + f(F))

A 1nica fungdo que satisfaz estas quatro propriedades é a fun¢ao logarit-
mica negativa, —log,(). A base b que se utilizar para o logaritmo define
a unidade de medida da informacao. A convencao adoptada na teoria da
informagao é tomar b = 2 e designar a unidade correspondente por bit.

Definicao 8.1 — Bit como unidade de medida de informacgao

O bit € a quantidade de informacao necessdria para escolher uma entre
duas alternativas igualmente provdveis ou, a quantidade de informacao
contida numa mensagem emitida por uma fonte capaz de emitir apenas
duas mensagens distintas e equiprovdveis.

Portanto, e por definicio, a quantidade de informagao, ou informacao
propria, I; numa mensagem x; é dada por:

1 .
I; 2] log, 2 bits (8.1)
Se a fonte possuir um alfabeto de apenas duas mensagens, x1 € o, € se
P(z1) = P(x2) = 1/2, tem-se Iy = Io = logy 2 =1 bit.

Deve ter-se cuidado em distinguir bits de informagao dos digitos bindrios
utilizados para a representar ou codificar — especialmente porque um digito
binario pode transportar mais ou menos do que um bit de informacao.

De modo a evitar a confusdo, o digito binario é muitas vezes designado
por binit e, no contexto da Teoria da Informacao, o termo bit designa a
unidade de medida de informacao e nao o digito binario.

Por simplicidade utiliza-se também o termo simbolo em alternativa ao
termo mensagem.

E frequente ter de se converter logaritmos de uma base b qualquer, por
exémplo a natural ou a decimal, para a base 2. E facil verificar que

log, Ina logg
8z & log,, 2 In2 log;q 2 (82)
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200 CAPITULO 8. TEORIA DA INFORMACAO

8.1.2 Entropia

Consideremos agora uma fonte de informagao que emite uma sequéncia
de simbolos (mensagens) seleccionados de um alfabeto de m simbolos dis-
tintos. Seja X = {z1,x9, -,z } esse conjunto alfabeto. Podemos tratar
cada sfmbolo x; como uma mensagem que ocorre com probabilidade P;
e transporta a auto-informacgao I;. Os valores das probabilidades devem
obviamente satisfazer a igualdade ;" P; = 1.

Suponhamos que os sucessivos simbolos sao estatisticamente indepen-
dentes e sao produzidos pela fonte a um débito médio de rg simbolos
por segundo. Suponhamos ainda que a fonte é estacionaria, o que sig-
nifica que as probabilidades nao variam com o tempo. Estas propriedades
definem o que se designa por fonte discreta sem memdria.

A quantidade de informacao produzida pela fonte durante um intervalo
de simbolo arbitrario é uma variivel aleatéria discreta que toma valores

I, I, .-+, I,. A informagao média por simbolo é entdo dada pela média
estatistica,
H(X) = P I; = Pilogy — bits/simbolo 8.3
(X) ; idi ; i 1082 P, /! (8.3)

grandeza que é chamada entropia da fonte. A equacdo 8.3 pode ser in-
terpretada como representando a quantidade média de informacao obtida
quando uma variavel aleatéria X toma um valor.

O valor de H(X) para uma dada fonte depende das probabilidades dos
simbolos da fonte, P;, e da cardinalidade, m, do alfabeto estando limitado
por

0 <H(X) <logym (8.4)

O limite inferior corresponde a inexisténcia de incerteza o que acontece
quando um dos simbolos tem probabilidade P; =1 e todos os restantes
P; =0 (i # j) ou seja, quando a fonte emite sempre o mesmo simbolo.
Portanto, a prova do limite inferior na relacao 8.4 obtem-se facilmente
bastando notar que « logy(1/a) — 0 quando o — 0. O limite superior
corresponde & maxima incerteza que ocorre quando Vi : P; = 1/m, isto é,
quando todos os simbolos sdo igualmente provaveis. A prova deste limite
superior pode ser obtida resolvendo o problema 8.6.
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8.1.3 Débito de informacgao

A equagao 8.3 também pode ser interpretada da seguinte maneira: quando
uma fonte emite uma sequéncia de n > 1 simbolos, a informagao to-
tal a produzida é aproximadamente igual a nH(X) bits. Dado que a
fonte produz rs; simbolos por segundo, a duragao desta sequéncia é de
n/rs seg. A informacdo deve pois ser transferida a um débito médio
nH(X)/(n/rs) = rs H(X) bits por segundo. O débito médio de infor-
mag¢ao de uma fonte é entao definido por

R rs H(X) bits/seg (8.5)
uma grandeza critica em sistemas de transmissao. O teorema fundamen-
tal da teoria da informagao (devido a Shannon) diz que a informacao
produzida por qualquer fonte discreta sem memoéria pode ser codificada
em digitos bindrios e transmitida através de um canal sem ruido a um
ritmo binario 7y, com r, > R.

Exémplo 8.1 — Fonte binaria
Para ilustrar a varia¢ao de H(X) entre aqueles extremos consideremos o
caso especial mas importante da fonte bindria (m = 2) com

P=p P, =1-p
Substituindo estes valores das probabilidades na equacao 8.3 obtem-se a
entropia da fonte bindria

d 1 1
HX) = op) Yy 10%21_) + (1 —p) log, I

(8.6)
Designamos esta entropia pela fungao () pois vamos utilizd-la mais adi-
ante. O grifico de Q(p) na figura 8.2 mostra um mdzimo centrado em
p=1—p=1/2 onde se tem H(X) = logy 2 =1 bit/simb. H(X) decresce
mondtonamente para zero quando p — 1 ou p — 0.

Exémplo 8.2 - Fonte quaternaria
Suponhamos uma fonte que emite rs = 2000 simb/seq seleccionados de
um alfabeto de quatro simbolos (m = 4) com probabilidade dos simbolos e
auto-informacao dados na tabela 8.1.
A equagao 8.3 fornece o valor da entropia desta fonte

1

1 1 1
H(X) = §X1+ZX2+§X3+§X3 = 1.75 bits/simb
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Tabela 8.1:

P

1/2
1/4
1/8
1/8

QW eE
W W b | S

que € ligeiramente inferior ao valor mdximo logs = m. O débito de infor-
magao €
R = 2000 x 1.75 = 3500 bits/seg

e através de codificacao apropriada, deve ser posstvel transmitir a infor-
magao da fonte a um ritmo bindrio r, > 3500 dig bin/seg (resolver o

problema 8.8).

0.5 1

Figura 8.2: Funcao de entropia binaria

8.2 Codificacao da fonte discreta sem memoria

Quando uma fonte discreta sem memoéria produz m simbolos! equipro-
vaveis de tal forma que R = r, logs m, todos os simbolos transportam a
mesma quantidade de informacao e pode obter-se uma transmissao com

ltenha-se em atencio que, neste contexto, simbolo é sinénimo de mensagem
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8.2. CODIFICAGAO DA FONTE DISCRETA SEM MEMORIA 203

bom rendimento utilizando codificagao de linha multi-nivel com m niveis
distintos (codificacio M-4ria) e com um ritmo na linha? .. igual ao débito
de simbolos r,. Mas quando os simbolos possuem probabilidades de ocor-
réncia diferentes e se tem

R = rsH(X) < rs logam (8.7)

torna-se necesséario codificar a fonte em funcao da quantidade de infor-
magao variavel por simbolo.

Nesta seccao aborda-se um método para efectuar esta codificacao conside-
rando-se apenas a codificacao binaria. Também se podem obter resultados
equivalentes para o caso da codificagao nao-binaria desde que se adopte
uma base apropriada para os logaritmos.

O codificador binario da figura 8.3 converte os simbolos da fonte em
palavras de codigo compostas por digitos binarios produzidos a um ritmo
de 1y digitos bindrios/seg. A saida do codificador pode ser encarada como
uma fonte binaria com entropia

1 1
H(X) = Q(p) = plog, , + (1 —p) log, I bits/dig-bin  (8.8)

e com débito de informagao
R = ryQp) < mploge2 = 1, bits/s (8.9)

em que p é a probabilidade de um dos dois simbolos binarios. E 6bvio que
a operagao de codificagao nao pode gerar informagcao adicional aquela que
é produzida pela fonte, nem mesmo perder informacao desde que o c6digo
seja univocamente decifravel. Assim, igualando os débitos de informagao

. R =1 H(X) Codificador reSUp) < o
Fonte Discreta > Binario >
sem memoria da Fonte

Figura 8.3: Fonte, Codificador da Fonte e débitos de informacao

a entrada e & saida do codificador tem-se r3 H(X) = r, Q(p) < 13, ou seja,

. designa o ritmo de simbolos do c6digo no canal de transmissio. Quando esses
simbolos sdao digitos binarios o respectivo ritmo costuma designar-se por r;.
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ry/rs > H(X), em que a quantidade N = % ¢ um pardmetro importante
designado por comprimento médio do cédigo. Fisicamente, N corresponde
ao numero médio de digitos binarios por simbolo da fonte. Se for N; o
comprimento da palavra de cédigo correspondente ao simbolo i, N é a
média estatistica

N=Y RN (510

8.2.1 Cdbdigos 6ptimos

Considere-se uma fonte cujos m simbolos do alfabeto ocorrem com proba-
bilidades Py, Ps, - - -, P, e estao codificados em binario com comprimentos
dos codigos Ny, Na, -+, Np,. Considere-se ainda que os simbolos estao
ordenados por ordem decrescente de probabilidade (P, > P, > --- > Py,).
Pode mostrar-se que um cédigo éptimo deve satisfazer os seguintes requi-
sitos:

(i) Nao existem dois simbolos codificados com a mesma combinacao de
digitos binarios.

(ii) Nenhum codigo de simbolo é prefixo de nenhum outro.

(iii) Os simbolos com maior probabilidade possuem codigos mais curtos,
iStOé, N1 SNQ S SNm

(iv) Os codigos dos dois simbolos menos provaveis tém o mesmo compri-
mento (N, = N,,_1) e diferem apenas no digito final.

O primeiro requisito garante que cada simbolo é univocamente decifravel
de modo a garantir que ndao ha perda de informagao. Pela equagao 8.1,
que define a medida da quantidade de informacao proépria I; do simbolo
x; em bits, verifica-se que, idealmente, o simbolo x; deveria ser codificado
com uma palavra de cédigo com N; = —log, P; digitos bindrios que seria
o c6digo mais eficiente. Contudo, na maior parte dos casos, o valor de
—log, P; nao é inteiro e o melhor que se consegue é codificar x; com um
ntmero de digitos que é o inteiro imediatamente superior pelo que, na
melhor das hipoteses ter-se-a para IV;

—logy, P; < N; < —logaP; + 1 (8.11)
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Tomando a desigualdade do lado esquerdo pode obter-se sucessivamente

N;
2~ N

m
IER
i=1

pelo que se pode verificar que este primeiro requisito impoe uma condicao,
embora indirecta, aos valores que IN; pode tomar, isto é, uma condicao
necessaria e suficiente para que um codigo binario seja univocamente de-
cifravel é que os comprimentos dos codigos IV; obedecam & desigualdade
de Kraft

—log, P
P

IN IV

1

IN

m
Kr =Y 27 <1 (8.12)
i=1

O segundo requisito, caracteristico dos chamados codigos instantaneos,
embora nao estritamente necessario, assegura que as sequéncias de digi-
tos binarios do codigo podem ser descodificadas passo a passo, isto é,
percorridas sequencialmente da esquerda para a direita descodificam ao
primeiro ajuste (match) com um padrao de digitos que seja o codigo de
um simbolo, ou seja, os codigos sao as folhas da arvore de codigo.

O terceiro requisito é 6bvio pois, se nao fér observado, basta trocar os
c6digos dos dois simbolos nessas condigoes para se obter um comprimento
médio menor (eq 8.10).

Para demonstrar o quarto requisito, suponhamos que N,, > N,,_1. Visto
que o codigo para o simbolo z,,—1 nao pode ser prefixo do codigo de x,,
os primeiros N, 1 digitos deste constituem um cédigo tinico e portanto
os restantes digitos podem ser retirados. Se ambos os cddigos destes dois
simbolos diferirem nalguma posi¢ao excepto na iltima podem-se retirar os
altimos digitos de cada um deles até essa posi¢ao para se obter melhores
codigos.

Multiplicando os termos das desigualdades 8.11 por F; e somando para
todo o alfabeto, e tendo em consideracao a definicdo da entropia dada
pela equacgao 8.3 obtém-se sucessivamente

—P;logs P, < P;N; < —logy P + P

m m m m
—> Pilogy B < Y PNy < =) loga B+ ) B
i=1 i=1 i=1 i=1
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H(X) < N < H(X) +1 (8.13)

donde se verifica que o cédigo 6ptimo tem um comprimento médio em
digitos binérios por simbolo que é superior, em menos de uma unidade, ao
valor da entropia em bits por simbolo do conjunto original de simbolos.
Este facto conduz a uma outra interpretacdo para a entropia de uma
variavel aleatéria X como sendo o menor nimero médio de digitos binarios
necessarios para representar um valor de X.

8.2.2 Rendimento da codificacao e compressao

O rendimento de uma codificagao mede-se pela aproximacao conseguida
entre os valores numéricos do comprimento médio do coédigo e da entropia
da fonte ou, consequentemente, pela aproximacao entre o ritmo binério
& saida do codificador e o ritmo de entropia da fonte, e expressa-se pela
relacao

H(X) R

_ Ay 8.14
P ~ " = (8.14)

O processo de codificagdo mais simples gera cddigos de comprimento fixo
com todas as palavras de c6digo possuindo o mesmo comprimento N; =
Ny. A desigualdade de Kraft d4 Kr = m2-Nf < 1 e portanto, para ser
decifravel, o codigo terd de ter comprimento (fixo) Ny > logym e o seu
rendimento sera H]E[X) < I?g(ji))l
obter melhores rendimentos quando se utilizarem cddigos de comprimento

varidvel.

Quando H(X) < logym s6 se poderdo

A compressao, ¢, obtida numa determinada codificacdo da fonte mede-
se pela reducao percentual do nimero médio, N, de digitos binarios por
simbolo relativamente & codificacdo da mesma fonte se esta fosse feita com

o c6digo de comprimento fixo minimo Ny = mizn n > logy, m, isto é
nez4

Ny— N
¢ = L %100 %
Ny

Exémplo 8.3 - Codificacao da fonte quaternaria

Na fonte do exémplo 8.2 os quatro simbolos A, B, C e D correspondem
as formas de onda obtidas por amostragem e quantizacao a quatro niveis
de um sinal analdgico (PAM quantizado). Determinar um cédigo bindrio
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para a fonte e comparar o ritmo bindrio obtido com o débito de informacao
da fonte.

Os resultados obtidos no exémplo 8.2 foram H(X) = 1.75 bits/simbolo e
R = 3500 bits/s. Consideremos, na tabela 8.2, vdrios potenciais cédigos
bindrios para esta fonte: O codigo I tem comprimento firo com N =

Tabela 8.2: Codigos binarios para a fonte quaternaria

| @i | P; | CodigoI | Codigo II | Codigo III | Codigo IV

Al1/2]00 0 0 0
B|1/4]01 1 01 10
C|1/8]10 10 011 110
D |1/8 |11 11 0111 111
N 2.0 1.25 1.875 1.75
Kr 1.0 1.5 0.9375 1.0

logo m = 2 dig bin/simb o que, comparado com H(X) = 1.75 bits/simb,
dd um rendimento p = H(X)/N = £ ~ 88% que ndio é muito baizo.

2
Aplicando & média estatistica ao cidigo II obtem-se
— 1 1 1 1
N==-4+-42Xx-4+2x-=1.2 X
5 + 1 +2x S +2x S 5 < H(X)

e o numero de Kraft dd
Kr=2"142"1422422=15 > 1

mas o resultado N < H(X) ndo tem significado porque Kr > 1 o que
quer dizer que o cddigo Il nao € univocamente decifrdvel. Por exémplo, a
sequéncia de codigo 10011 poderia ser descodificada como BAABB, CABB,
CAD, etc. Este cadigo destroi realmente a informagao da fonte e portanto
nao pode ser adoptado.

O codigo 111, conhecido por cddigo de virgula, tem Kr < 1 assequrando a
sua decifragem. O inicio de cada palavra de codigo € marcada pelo digito
0, chamado a virgula. As virgulas acabam por ser digitos redundantes e
conduzem a N = 1.875 > H(X) o que no entanto jd ¢ melhor do que o
codigo de comprimento fizo (codigo I).

O codigo IV é um cédigo em drvore que possui a propriedade de nenhuma
palavra de cddigo aparecer como prefixo de nenhuma outra. Assim, por
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exémplo, a sequéncia 110010111 representa sem ambiguidade o sequén-
cia de mensagens CABD. Este cddigo é optimo relativamente a fonte em
questio dado que N = 1.75 = H(X) com Kr = 1.

8.2.3 Cobdigos de Huffman

Existem vérios algoritmos para calcular o c6digo para uma dada fonte.
Mencionaremos um dos mais conhecidos e simples de construir e que con-
duz a codigos decifraveis de comprimento variavel com bom rendimento.
Sao os codigos de Huffman também designados de codigos de Shannon-
Fano. O algoritmo conduz a um c6digo em arvore e é o seguinte:

(1) Ordenar os simbolos por ordem decrescente de probabilidade;

(2) Dividir o conjunto assim ordenado em dois subconjuntos tais que
a soma das probabilidades em cada um deles seja o mais aproxi-
madamente possivel igual a metade da soma das probabilidades no
conjunto anterior. Manter a ordenacao.

(3) O digito seguinte do codigo binario dos simbolos do primeiro dos
sub-conjuntos é o 0 e o dos do outro é o 1;

(4) Se os sub-conjuntos contém um s6 elemento, a codificagao terminou
para esses sub-conjuntos;

(5) Repetir para cada um dos restantes sub-conjuntos (passo 2.)
Exémplo 8.4 - Codificagao de Huffman

Aplicar o algoritmo de Huffman para codificar a fonte com m = 8 cuja
estatistica € a indicada na tabela 8.5.

Tabela 8.3: Estatistica da fonte

T A B C D E F G H
FP; | 0.50 | 0.15 | 0.15 | 0.08 | 0.08 | 0.02 | 0.01 | 0.01

Os sitmbolos sao ordenados por ordem decrescente de probabilidade e sdo
efectuados os passos de codificacao indicados na tabela 8.4.

O cédigo resultante possui comprimento médio N = 2.18 dig bin e um

rendimento p = 312 ~ 99% (resolver o problema 8.11).
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Tabela 8.4: Codificacao da fonte

Passos de codificagao
@ p; 1]2]3]4]5]6] Codigo
A 0.50 0 0
B 0.15 11010 100
C 0.15 1101 101
D 0.08 11110 110
E 0.08 1(1(1]0 1110
F 0.02 17111 11110
G 0.01 1711 (1(1]0/| 111110
H 0.01 1(1(111]1]111111
| H(X) =2.15 | N =218

8.2.4 Codificagao por Blocos

Exémplo 8.5 — Codificagao por blocos

Suponhamos uma fonte sem memdria que emite simbolos de um alfa-
beto X com apenas dois simbolos, X = {A, B}, ocorrendo com proba-
bilidades P4 = 0.8 ¢ Pp = 0.2. A entropia desta fonte é H(X) =
0.8 x logy(1.25) + 0.2 x logy(5) = 0.722 bits/simbolo mas o melhor que
se conseque para 6 sua codificacdo € utilizar um digito bindrio por cada
simbolo, ou seja, A =0 e B =1 cujo comprimento médio é N = 1 digito
bindrio/simbolox. O rendimento desta codificacao é de 72.2% e a com-
pressio ¢ de 0 %. FEstes valores podem ser melhorados se a codificagdao se
fizer por blocos de simbolos da fonte. Por exémplo, se se codificarem dois
stmbolos de cada vez, pode-se considerar que se trata de um novo alfa-
beto Y com quatro simbolos Y = {AA, AB,BA, BB} com probabilidades
Pss =0.64, Pyp = 0.14, Py = 0.14 e Pgp = 0.04, em que a probabi-
lidade conjunta é Py; = P; - P; pelo facto de se tratar de uma fonte sem
memdria e portanto os simbolos serem estatisticamente independentes. A
tabela 8.5 mostra o codigo de Huffman para’Y que possui wm comprimento
médio Ny = 1.560 digitos bindrios/simboloy, ou seja N = % = 0.780
digitos bindrios/stmbolox. O rendimento e a compressao obtidos com esta

H(X) _ 0.722

codiﬁcagﬁo por blocos de K = 2 simbolos sao p = ~ T 0780 — 0.926 e
c= va;N x 100 = % = 22 %, bastante superiores aos obtidos com a
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Tabela 8.5:

Yi pP,,  Codigo
AA 064 0
AB 0.16 11
BA 0.16 100
BB 0.04 101
N- 1.56

codificagao imediata (K =1).

Codificando a fonte em blocos de K = 3 simbolos de cada vez, isto €,
através de um alfabeto com oito simbolos obtém-se ainda melhores resulta-
dos. O alfabeto é Z = {AAA,AAB,ABA,ABB,BAA, BAB, BBA, BBB}
verificando-se, nestas condigoes, N3 = 2.184 digitos bindrios/simboloy

pelo que N = N3/3 =0.728, p= 3122 = 0.992 e c = 1=0128 =272 4.

O ponto até que este processo deve ser levado deve ser avaliado face aos

valores mdximos tedricos que € possivel obter e que ocorrem quando N =

H(X) sendo, neste caso, p = % =1 ¢€cmax = % =278 %.

A codificagdo por blocos conduz tendencialmente a um coddigo 6ptimo,
isto é, com K — oo tem-se N — H(X), p — 1 e ¢ = cpax. De facto,
para a codificacao por blocos, a desigualdade 8.13 escreve-se

H(X) < Ni < H(X) + 1

donde, dividindo por K e tendo em atencao que a entropia da fonte nao
se altera com a codificacao, se obtém

NK
K

H(X) < < H(X) + %

ou, visto que N = £,

Podemos agora enunciar um dos teoremas fundamentais da Teoria da
Informacao embora nao procedamos & sua demonstragao geral:
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Teorema 8.1 — Teorema de Shannon da Codificagcao da Fonte
Toda a fonte de informagao caracterizada por um valor da entropia H(X)
bits/simbolo, pode ser codificada em bindrio de tal forma que o compri-
mento médio do cédigo, N, € limitado por

HX) < N < H(X) +e (8.15)
em que € € uma quantidade positiva tao pequena quanto se desejar.

O codigo 6ptimo é aquele em que € = 0, ou seja, N = H(X). Na pratica,
nem sempre se consegue obter um c6digo nestas condigoes sendo satis-
fatorio um codigo sub-6ptimo com N > H(X) desde que este possua um

bom rendimento. Na codificacdo por blocos esti-se a fazer ¢ = %

8.3 Fontes com memoria

Até aqui consideramos fontes discretas sem memoria cujos simbolos su-
cessivos sao estatisticamente independentes. No entanto a maior parte
das fontes de informacao possui memdria, na medida em que a proba-
bilidade de emissao de um determinado simbolo depende dos que foram
emitidos anteriormente. A linguagem escrita que se rege pelas regras da
gramética constitui um exémplo de uma fonte com memoéria. Verifica-se,
por exémplo, que a letra U que eventualmente ocorre com uma proba-
bilidade P(U) =~ 0.2, em termos de frequéncia relativa, ocorre com prob-
abilidade igual a 1 sempre que a letra anterior for (). A probabilidade
condicional desta situagao é indicada por P(U|Q) = 1, isto é, pratica-
mente nao existe na forma escrita da lingua portuguesa nenhum caso em
que a letra () nao venha seguida da letra U.

Esta influéncia pode estender-se a um ou mais simbolos anteriores. E
quase certo, por exémplo, que a seguir & frase PODE MOSTRAR-SE
aparece a palavra QUE, ou seja, P(QUE|PODE MOSTRAR-SE) ~ 1.

O efeito da memdria é o de reduzir a incerteza dando origem a um valor
para a entropia mais baixo do que aquele que seria obtido se se utilizasse
a estatistica absoluta da fonte em lugar da condicional.

Suponhamos que uma fonte possui memdria de primeira ordem, isto &, a
fonte s6 se lembra do simbolo precedente. Para formular uma expressao da
entropia, consideremos a probabilidade condicional P(z;|x) do simbolo x;
ser escolhido depois do simbolo z;. Substituindo P; = P(x;) por P(xi|x;)
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na equagao 8.3 obtem-se a entropia condicional relativamente ao simbolo
Lj
def i 1
H(X|z;) = P(xz;|z;) logg ——
=1 J
que representa a informagao média por simbolo dado que o simbolo an-
terior foi um determinado z;. Fazendo a média estatistica para todos os
possiveis simbolos imediatamente anteriores ter-se-a

(8.16)

m

H(X) = > Plaj) H(X|zj) (8.17)

=1

expressao que fornece a entropia real da fonte com memoria de primeira
ordem e que pode ser escrita sob a forma desenvolvida

1
P .’L'] (.’L’Z|$J) IOgQW (818)
Ti| L

x
>

I
NE
NE

@
Il
—

.
Il
—

=
>

I
NE
NE

P(:BZ l‘j) 10g2 f’(# (819)

zi|z5)

.
Il
Il
—

1j

As relagoes 8.18 e 8.19 anteriores sao equivalentes onde P(x; ;) = P(z;)-
P(x;]x;) representa a probabilidade conjunta dos simbolos x; e x;.

Pode-se deduzir uma expressao equivalente para o caso geral de uma fonte
com memoria de ordem n. A notagao serd mais complexa pois z; tem de
ser substituido pelo estado da fonte em termos dos n simbolos anterior-
mente emitidos e havera m'™ possiveis estados a considerar. A fonte pode
entao ser modelada por um autémato de estados finitos.

Exémplo 8.6 - Codificagao por blocos da fonte com memoria
Consideremos a fonte bindria do exémplo 8.5 e suponhamos que, para
além das probabilidades dos simbolos isoladamente Py = 0.8 ¢ Pg = 0.2
se verifica também que a probabilidade de emissao de um simbolo depende
do simbolo que foi emitido imediatamente antes desse. Suponhamos que
essa dependéncia se reflete nas probabilidades condicionais Pya = 0.9
e Pyp = 04, isto é, que se verifica que a probabilidade do simbolo A
ocorrer a sequir a um simbolo A é de 0.9 e a probabilidade do simbolo B ser
emitido a sequir a um simbolo A é de 0.4. Naturalmente, as probabilidades
complementares sao respectivamente PB\A =1- PA|A =0.1¢e Ppp =
1 — Py =0.6. Esta fonte, que possui memdria de primeira ordem, pode
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ser modelada pelo diagrama de transigoes da figura 8.4 em que P4 e Pp sao
as probabilidades associadas ao estado inicial e Py e Py as probabilidades

Pyja
Py A e s 4 P
Ppia
Py
Pp B e e B Py
Pp|p

Figura 8.4: Modelo da fonte binaria com memdria

associadas ao estado sequinte em que jd foi emitido um simbolo. FEstas
probabilidades relacionam-se pelas equagoes de transicdo de estado

Py = Pao-Pys + Pp-Pap
Pp = Py -Ppa + Pp-Ppp

que podem ser escritas sob a forma matricial

[P} Py] = [Py Py] - | A4 el (5.20)
Py PpB

em que a matriz do lado direito representa a matriz de transi¢do de estado.

No caso deste exémplo, visto que as probabilidades dos simbolos consider-
ados isoladamante sio as mesmas, ter-se-d P1'4 =P4=08¢ P, =P =
0.2 pelo que a sua matriz de transi¢do

0.9 0.1
0.4 0.6
deve ser consistente com a equag¢do de transicao de estado 8.20. Nestas

condigoes, o entropia real da fonte deve ser inferior a encontrada nas
condicoes do exémplo 8.5. De acordo com a equagao 8.18 tem-se entao

1
H(X) = PaPyy log, 5.t Palpa log

+
Al A Ppa

1
+ PpPap logy Pas + PpPp|p log, Pors
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1 1
H(X) = 0.8 x0.9 log, 09 + 0.8 x 0.1 logy 01

1 1
2 x 0.4 logy — 2 % 0.6 logy —
+02x0 0g20‘4+0 x 0.6 og20‘6
H(X) = 0.569 bits/simbolo

O walor obtido para a entropia neste caso € de 0.569 bits/simbolo, inferior
ao valor de 0.722 bits/simbolo obtido anteriormente, se os simbolos fossem
independentes. A codificacao de Huffman desta fonte por blocos de K = 2
stmbolos fornece o codigo da tabela 8.6, tendo agora que se considerar que
Pay = PaPA|A=0.72, Pap = P4Pp|4 = 0.08, Ppa = PpP4p =0.08 ¢
Ppp = PpPpp=0.12

Tabela 8.6:

Yi P,  Codigo

AA 072 0

BB 012 11

AB  0.08 100

BA 0.08 101
N- 1.44

que é semelhante ao da tabela 8.5 mas o comprimento médio é agora
também menor, isto é, N = N2 /2 = 0.72 digitos bindrios/simbolox sendo

~ , N;—N — .
a compressao consequida de ¢ = f\,f x 100 = % = 28 %. Devido

a4 memoria, e consequentemente a uma menor entropia, esta fonte pode
ser bastante mais comprimida que na situacdo anterior sendo o limite

mdzimo teorico da compressao Cmax = % =43.1 %. O rendimento

do codigo para blocos de K = 2 €, neste caso, p = % = % =

0.79 bastante inferior ao encontrado anteriormente que era de 0.926 pelo
que se deve considerar codificar esta fonte com blocos maiores (resolver o
problema 14).

Uma fonte com memoéria é dita redundante quando as probabilidades
condicionais reduzem significativamente 7 (X) em relagdo ao limite su-
perior log, m. A redundancia num texto em lingua Portuguesa pode ser
tao elevada como 50%, o que significaria que metade das letras ou palavras
num texto longo nao sdo essénciais & sua compreensao e portanto a en-
trega da informagao completa ao destinatario. Varios factores contribuem
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para que tal seja possivel como seja a deducgdo por contexto, isto é, dve
sr capz d Ir sta frse msmo fltndo lgmas ltrs.

Se a incerteza é reduzida por efeito de memoria entdao a previsibilidade
aumenta. A codificagao de fontes com memoria pode portanto ser baseada
em métodos de previsao. O estudo destes métodos esta fora do ambito
deste curso pelo que somente fazemos mencao a sua existéncia.

Concluimos esta seccao notando que a codificacao da fonte é um proceso
que retira a redunddncia produzida pela fonte, processo que também se
designa por compressao da fonte. A redundéncia, especialmente na lin-
guagem escrita, constitui um mecanismo natural de correccao de erros.
Uma vez retirada essa redundancia, resultando uma frase comprimida,
como a que se exémplificou atras, a perda ou alteracao de uma letra
poder4 torna-la parcial ou completamente incompreensivel.

8.4 Transmissao de informacao: o canal

Iremos estudar de seguida a transmissao de informagcao em canais de co-
municacao sob o ponto de vista da teoria da informacao. Comecaremos
por considerar o caso em que tanto a fonte como o canal de transmissao
sao discretos, isto é, as mensagens sao representadas e transmitidas sob a
forma de simbolos de um determinado alfabeto finito. Passaremos depois
ao caso mais realista da fonte e do canal continuos onde as mensagens sao
produzidas e transmitidas sob a forma de fun¢oes continuas do tempo.

8.4.1 Canais discretos
Informacgao miutua

Considere-se o sistema de transmissao de informagao representado na
figura 8.5. A fonte discreta selecciona simbolos do seu alfabeto X para
transmissao através do canal. Por seu lado, o ruido e outras formas de
perturbagao da transmissao podem transformar os simbolos transmitidos
noutros do alfabeto Y do destino. Pretende-se medir a informacao trans-
mitida. Os varios tipos de probabilidades de simbolos que estarao em
causa sao os seguintes:
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Fonte X R Canal de Y
discreta Comunicagao

A
Y

Destino

Figura 8.5: Sistema discreto de transmissao de informagao

P(z;) probabilidade da fonte seleccionar o simbolo x; para
transmissao;
P(y;) probabilidade de ser recebido no destino o simbolo y;;
P(z;y;) probabilidade conjunta de ser transmitido o simbolo z; e
recebido o simbolo y;;
P(xi]y;) probabilidade condicional de ter sido transmitido o sim-
bolo x; dado ter-se recebido o simbolo y;;
P(y;|z;) probabilidade condicional de se receber o simbolo y; dado

ter-se transmitido o simbolo x;.

Consideramos o canal invariante no tempo e sem memdria, portanto as
probabilidades condicionais sao independentes do tempo e dos simbolos
precedentes. Em especial, os P(y;|z;) representam as probabilidades de
transi¢cao directas do canal, indicadas na figura 8.6 a qual ilustra o modelo
de um canal m-4rio com ruido.

Se o sistema é suposto entregar Y = y; quando X = xp, entao as pro-
babilidades de erro dos simbolos sao dadas por P(yj|z;) para j # i. Por
outro lado, ao receber-se um determinado simbolo y;, a incerteza quanto
aquele que lhe deu origem ter sido o simbolo z;, depende da probabilidade
condicional P(xz;|y;), a que corresponde uma perda de informacgao que
designaremos por I(x;|y;) medida em bits.

A quantidade de informagao transferida (recebida no destino) quando é
transmitido o simbolo z; e recebido o simbolo ¥; &€ chamada de informacao
mutua e dada entdao por

I@i,y;) = I(@i) — I(wily;) (8.21)
em que I(z;) = I; é a auto-informacao do simbolo z; produzido na fonte.
Em funcao das probabilidades tem-se

1 1
I(z;,y;) = logy —— —logy ——— 8.22
Determinemos agora os valores médios da informagao que, por consis-
téncia com a notacao que se adoptou, vamos designar por entropia, H.
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P(yi|z1)
I & e U1
P(y2|22)
) ® Y2
P(y2|zm)
P(ym|z1)
Ty @ ® Um

Figura 8.6: Probabilidades de transi¢ao para um canal discreto com ruido

Estarao em causa vérias entropias.

Assim, o valor médio da informagao recebida num simbolo y; em relagao
a todos os possiveis simbolos produzidos pela fonte serd dado pela média
estatistica

m

m
1
I(X,y;) = P(z;) logg —— — P(z;ly;) logg ——
— H(X) - H(X]yy) (8.23)
A informacao média recebida por simbolo, considerados todos os possiveis
simbolos do alfabeto do destino é dada novamente pela média estatistica

I(X,Y) = HX) - ZP(yj)H(lej)

7j=1
m m 1
= H(X) - JE:I; P(y;) P(zi]y;) logy Planlyy)
m m 1
= H(X) - ;; P(ziy;) log, Pl (8.24)

2

H(X]Y)
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A informacao média recebida ndao é mais do que a informacao mitua
média, ou seja a entropia mitua H(X,Y)=I1(X,Y)

H(X,Y) = H(X) — H(X|Y) (8.25)
Se agora se tomar em consideragao que P(x;) P(yj|x;) = P(y;) P(xiy;) e
que portanto I(X,Y) = I(Y, X), pode trocar-se X e Y na equacdo 8.25
obtendo-se

H(X,)Y) = HY) — H(Y|X) (8.26)
tendo-se introduzido trés novas quantidades com significado fisico bem
definido

HX[Y) = >3 P(ziy;) logy % (8.27)
j=1i=1 @ily;)
m m 1
HY[X) = ;Jz:l P(z;y;) log, Plyslar) (8.28)
n 1
H(Y) = > P(y;) log, Ply;) (8.29)

<.
Il
—

em que
H(X|Y) & aequivocagio;
H(Y|X) & a entropia do ruido;
H(Y) é a entropia do destino.

A equagao 8.25 diz que a transferéncia de informagao média por simbolo é
igual & entropia da fonte menos a equivocagdo. A equivocacgao representa
a informagao perdida no canal com ruido. A equacao 8.26 diz que a
informacao transferida é também igual & entropia no destino H(Y') menos
a entropia do ruido H(Y|X) introduzida pelo canal. A interpretagao de
H(Y|X) como entropia do ruido segue-se a observagao anterior segundo
a qual o conjunto das probabilidades de transi¢ao directas P(y;|x;) inclui
as probabilidades de erro dos simbolos.

A entropia mutua pode entao obter-se de duas maneiras: ou pela equacao

8.25 ou pela equagao 8.26.

Exémplo 8.7 — Canal binario simétrico
Consideremos o canal binario simétrico (BSC3) cujo modelo estd repre-
sentado na figura 8.7. A fonte produz dois simbolos com probabilidades

P(x1) =p P(za) =1-p

®BSC - sigla para a denominacio inglesa de Binary Simmetric Channel
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e no destino hd dois possiveis simbolos com probabilidades de transicao
directa

P(yi|z2) = P(y2|z1) = a
P(yi|z1) = P(yz|22) =1 -«

11—«
P(z1)=p Ty e s U1

P(z2)=1-p r2 e ® U2
1l -«

Figura 8.7: Modelo do canal bindrio simétrico

Este modelo representa qualquer sistema de transmissao bindrio no qual
0s erros sao estatisticamente independentes e as probabilidades de erro sao
as mesmas para ambos os simbolos e portanto a probabilidade média de
erro por simbolo € dada por

Pe = P(z1) P(y2|z1) + P(22) P(y1|22) = pa+ (1 — p)a = «

Dado conhecerem-se as probabilidades de transicao directas, pode utilizar-
se a equacio H(X,Y) = H(Y) — H(Y|X) para calcular a informacao
média mitua, ou entropia mitua em termos de p e a. Esta serd a infor-
macao média transferida para o destino.

A entropia no destino H(Y) pode ser obtida tratando a saida do canal
como uma fonte bindria com probabilidades de simbolos P(y1) e P(y2) =
1 — P(yy), isto é

H(Y) = Q[P(y1)]

em que () € a fungao de entropia bindria definida pela equacao 8.8 e
onde

P(y1) = P(x1) P(y1|z1) + P(x2) P(y1]72) = a+p —2ap

O cdlculo da entropia do ruido H(Y|X) faz-se a partir da equagio 8.28
que dd
HY|X) = Qa)
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resultado que € independente de p devido a simetria do canal.

Pode-se agora escrever uma expressao para o entropic mutua em fun¢do
das expressoes obtidas

H(X,)Y) = Qa+p—2ap) — Qa) (8.30)

0 que mostra que a transferéncia de informacdao através de um canal
bindrio simétrico depende tanto da probabilidade de erro o como da pro-
babilidade da fonte p. Se o ruido for pequeno, entio o < 1 e H(X,Y) =~
Q(p) = H(X). Se o ruido for muito grande, entio o =% e H(X,Y) =0
(resolver os problemas 8.15 e 8.16).

Capacidade do canal discreto

Cada canal possui normalmente alfabetos de origem e destino fixos e pro-
babilidades de transicao directas também fixas dado o sistema de trans-
missao completo, quando ja em exploragao, ser constituido por equipa-
mento bem determinado resultante do respectivo projecto e funcionar com
parametros fixos tais como o tipo de modulacao, a poténcia do sinal, o
meio fisico de transmissao utilizado, etc. Deste modo, as Unicas quanti-
dades variaveis em H(X,Y’) sao as probabilidades da fonte P(x;). Con-
sequentemente, para que a transferéncia de informacao seja mdzrima é
necessaria uma determinada estatistica para a fonte que podera ser obtida,
por exémplo, através da codificagao da fonte. Seja C, o valor maximo de
H(X,Y) assim obtido, isto &,

C. =l gfu; H(X,Y) bits/simbolo (8.31)
5
C. representa a maxima quantidade de informagao transferida por simbolo
do canal e que & designada por capacidade do canal. E mais frequente,
porém, medir a capacidade de um canal em termos do débito de infor-
macao. Assim, se for r. o ritmo maximo de simbolos permitido no canal,
entao a sua capacidade é dada por

C = r.C, bits/seg (8.32)

que representa o ritmo maximo de transferéncia de informacao. A im-
portancia do conceito de capacidade do canal torna-se mais evidente no
contexto do teorema fundamental da codificacao do canal, devido a Shan-
non, que se referiu no inicio deste capitulo e cujo enunciado é o seguinte:
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Teorema 8.2 — Teorema de Shannon da Codificagcao do Canal
Se um canal possui capacidade C e uma fonte produz informacao a um
débito R < C, entdo eziste um método de codificagio para a transmissao
pelo canal tal que a saida da fonte pode ser transmitida por esse canal
com uma frequéncia de erros arbitrariamente pequena. Pelo contrdrio, se
R > C, entdo nao € possivel transmitir a informagdo sem erros.

De notar a extrema importancia deste teorema dado que ele promete a
possibilidade de transmissao isenta de erros bastando para isso que R < C.

A sua demonstragao geral estd fora do ambito deste curso pelo que ter-
minaremos esta sec¢ao discutindo o principio geral da codificagao do canal.
Este assunto serd abordado em mais detalhe no capitulo que se segue.

Codificagao para o canal binario simétrico

Consideremos o sistema de codificagdo representado na figura 8.8. O
Canal Binario Simétrico (BSC) possui uma capacidade C. = 1—(a) com
a < 1/2 (ver Problema 8.17) e um ritmo de simbolos r, simb do canal/s.
A fonte, com entropia H(X), produz informacao a um débito de R bits/s.
De modo a maximizar a informagdo mitua, um codificador binario da

F .
o Codificador Conversor C(c;dlﬁcadlor Canal Binario
n - Binéario - Binéario > P?’ C?'n.a > Simétrico >
t da Fonte M-ario Six;néé‘z];li(c)o C =r:l1—- Q)]
I A A A

H(X) Ni M simbolos M palavras de codigo

R N~ H(X) k =log, M n =k +r dig bin/pal cod

dig bini/simb
ig bin/sim RZ%% bits/seg

Figura 8.8: Codifica¢do para um canal binario simétrico (BSC)

fonte 6ptimo opera sobre os simbolos da fonte e produz digitos binarios
equiprovaveis. A codificacdo do canal para control de erros é efectuada
em dois estigios. No primeiro, os digitos binarios do codigo da fonte
(os digitos de informagao) sao agrupados em blocos de k digitos pro-
duzindo assim M = 2* simbolos distintos (simbolos M-arios represen-
tados por logo M = k digitos binérios). No segundo, o codificador do
canal binério simétrico, representa cada simbolo M-ario numa palavra de
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codigo do canal, com n digitos binarios por adigao de r digitos binarios
redundantes? (n =k + ).

A informagao média por digito bindrio do canal é 1°g+M bits/dig bin,

sendo estes digitos gerados ao ritmo de simbolos do canal, r.. Podemos,

pois, expressar o débito de informacao da fonte por

logo M
n

R = r. bits/s (8.33)

em que M e n sdao os parAmetros do codificador do canal. O teorema
de Shannon exige que R < C = r.C, o que equivale a log+M < C.. Os
parametros M e n devem portanto estar relacionados por

M = 2n(Ce—e) (8.34)

com 0 < € < C.. Pode mostrar-se que e pode ser arbitrariamente pequeno
e portanto R — C' e que uma codificacdo do canal apropriada permite
recuperar os simbolos M-4rios no destino com uma probabilidade de erro
arbitrariamente pequena, desde que o comprimento n da palavra de cédigo
seja muito grande. De facto, ter-se-a eventualmente que fazer n — oo
para garantir uma transmissao isenta de erro. A codificacao ideal do
canal binario simétrico resulta assim num tempo de atraso infinito, pelo
que qualquer sistema prético de codificacao, devendo ter necessariamente
um tempo de atraso limitado e um comprimento de palavra finito, ficara
sempre aquém do desempenho ideal.

Por outro lado, Shannon nao propos qualquer algoritmo explicito para a
determinacao das palavras de cédigo.

8.4.2 Canais continuos

Comecaremos esta seccao pela definicdo da medida de informacao pro-
duzida por uma fonte que emite mensagens sob a forma de sinais con-
tinuos. Seguidamente, baseando-nos em hipdteses razoaveis acerca da
transmissao de sinais continuos, chegaremos a uma expressao para a ca-
pacidade do canal continuo em funcao da largura de banda e da razao
de poténcias sinal-ruido, resultado que é conhecido por lei de Hartley-
Shannon. Esta lei, que define o sistema de comunicacao ideal, serve de
padrao para a avaliacdo comparativa do desempenho de diferentes sis-
temas de comunicagao e de termo de referéncia quando se projectam esses
sistemas.

‘redundantes no sentido de nao transportarem informacao da fonte
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Informacao continua

Uma fonte de informagao continua produz um sinal varidvel no tempo
x(t). Consideremos os possiveis sinais como um conjunto de formas de
onda geradas por algum processo aleatoério que supomos ser ergodico’.
Suponhamos ainda que o processo tem largura de banda limitada, B,, o
que significa, pelo teorema da amostragem, que z(t) fica completamente
caracterizado pelos valores das amostras obtidas periddicamente a uma
frequéncia de amostragem nao inferior a 2B, (f, > 2 B;). Assim, em
qualquer instante de amostragem, o conjunto dos possiveis valores de am-
plitude das amostras constitui uma varidvel aleatoria continua X, descrita
por uma funcao de densidade de probabilidade px ().

A quantidade média de informagao por amostra de z(¢) é medida pela
funcao de entropia

def > 1
UG [ ) togy —— - da (8.35)
—0o0 bx (LB)

equacao que é semelhante & que define a entropia de uma fonte discreta
(equagao 8.3), onde se substituiram o sinal de somatorio pelo de integral
e as probabilidades P; pela f.d.p. px(z). Contudo, a equagao 8.35 repre-
senta uma medida relativa da informacgdo e nao uma medida absoluta. A
entropia absoluta de uma fonte continua é sempre infinita o que é razoavel
de admitir devido ao facto de X, ser uma variavel aleatoria continua e
portanto poder tomar um nimero incontavel de valores.

A entropia relativa, sendo finita, ¢ uma medida 1util de informacao de
fontes continuas se se evitarem comparacoes com diferentes sinais de refer-
éncia.

A questao que se coloca no caso das fontes continuas é semelhante a que
se colocou no caso das fontes discretas: Qual a funcdo de densidade de

probabilidade px(2) que maximiza o valor da entropia H(X,) para uma
dada fonte?

O resultado que entdo se obteve (sec¢do 8.1.2) — expresso na relagao
8.4 e demonstrado no problema 6 — foi que H(X) era méaxima quando
os simbolos eram estatisticamente independentes, tendo-se concluido que
esse maximo era obtido com P; = 1/m.

Podemos entao afirmar que se a variavel aleatoria continua X, toma um
grande ntimero de valores e estes sao estatisticamente independentes e de
5

0 que permite tomar as médias temporais pelas médias de conjunto
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valor quadréatico médio limitado — os valores das amplitudes das amostras
do sinal z(t) — entdo, pelo teorema do limite central, a fun¢ao de densi-
dade de probabilidade px(x) dessa variavel é Gaussiana de média nula e
é a que maximiza H(X,)
1 _a?
px(xz) = e 2% (8.36)

2
2mog

i

O valor quadratico médio de X, nao é mais do que a poténcia média,
S = o2, do sinal z(t)

— +o0
S =a? = / 22 px (z) dx (8.37)

—00
que tem de ser finita.

O valor do maximo da entropia obtem-se de seguida substituindo o valor
de px(z) na equacdo 8.35, dando

1
H(Xo)maw = 5 logy(2mes) (8.38)

Capacidade do canal continuo

A transferéncia de informagao num canal continuo toma a forma de trans-
missdo de um sinal. A fonte emite um sinal z(t) o qual, depois de cor-
rompido pelo ruido de transmissao, chega ao destino sob a forma de um
outro sinal y(t). A informagao mitua média, ou entropia mitua, é definida
por analogia com o caso discreto (ver equagao 8.26)

H(X2Yy) = H(Y,) — H(Y|X,) (8.39)

em que nos interessa tomar esta forma dado que, tal como no caso dis-
creto, normalmente conhecemos explicitamente a f.d.p de transicao directa

py (y|x) e ndo a inversa px(z|y).

Dado que as amplitudes do ruido, n(t), sao estatisticamente independentes
e ele se manifesta aditivamente ao sinal, isto é,

y(t) = x(t) + n(t) (8.40)

a entropia do ruido é definida por uma expressao equivalente & da equacao
8.35
def [ 1
H(Yy|Xy) = pn(n) logg ——— dn (8.41)
—00 PN (n)
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em que py(n) é a fun¢ao de densidade de probabilidade do ruido que sera
também Gaussiano )
1
n) = e 2n 8.42
PN ( ) \/W ( )

O valor quadrético médio do sinal de ruido n(t) representa a sua poténcia

média, N = o2.

O valor da entropia do ruido obtem-se de igual forma substituindo o valor
de py(n) na equagao 8.41

1
H(Yy|X:) = 5 log,(2meN) (8.43)

Da equagdo 8.40 deduz-se que o sinal de destino y(t) terd poténcia média
y? = S+ N pelo que H(Y)) se obtem da equacao 8.38 substituindo S por
S+ N

1
H(Y,) = 3 logy[2me(S + N)] (8.44)
A maxima quantidade de informagao transferida por amostra de y(t) da

a capacidade do canal continuo.

C. = max H(X,Y,)
px (@)
= max {H(Y,) - H(Y,|Xs)}

px ()

= max {1 logy[2me(S + N)| — llog2[27reN]} (8.45)
px(z) 2 2

1 S .
= 3 log, (1 + N) bits/amostra (8.46)

Se o canal de transmissao tem uma largura de banda Br Hz entao o ritmo
maximo de transmissao de amostras é, como se sabe,

re = 2Br (8.47)

donde se obtem a capacidade do canal continuo como sendo o maximo
do débito médio de transferéncia de informacao por amostra, tal como se
definiu em 8.32 com C' = r.C,:

C = Br log, (1 + %) bits/seg (8.48)
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8.7 —

CAPITULO 8. TEORIA DA INFORMACAO

Problemas

Uma fonte emite uma de quatro mensagens possiveis my, ma, Mg

e my4 com probabilidades %, %, % e % respectivamente. Calcular a
quantidade de informacao de cada mensagem e a informagao média

por mensagem.
Uma carta é tirada de um baralho de cartas de jogo.

a) E informado que a carta que tirou é uma espada. Quanta
informacao recebeu?

b) Quanta informagcao recebe se lhe for dito que a carta que tirou
é um 4s?

¢) Quanta informacao recebe se lhe for dito que a carta que tirou
é um 4s de espadas? Verifique a relacao que existe entre este
resultado e os obtidos em a) e b).

Uma fonte emite uma sequéncia independente de simbolos de um
alfabeto consistindo em 5 simbolos A, B, C, D e E com com probabi-
lidades de ocorréncia dos simbolos %, 11l 3 ¢ % respectivamente.

8> 87 16
Determinar a entropia desta fonte.

Calcular o débito de entropia de uma fonte telegrafica que emite
pontos e tracos com probabilidades de ocorréncia e tempos de du-
racao do ponto e do trago respectivamente P, = %, n = 0.2 s,
P = %, 7+ = 0.4 s. Qual o tempo médio de duracao de um simbolo
desta fonte?

Uma fonte de dados tem oito simbolos que sao produzidos em blo-
cos de trés a um débito de 1000 blocos por segundo. O primeiro
simbolo de cada bloco é sempre o mesmo (presumivelmente para
sincronismo) e os dois seguintes podem ser preenchidos por quais-
quer dos oito simbolos com igual probabilidade. Qual é o débito de
entropia, R, da fonte?

Mostrar que » 72, Pj logy(1/mP;) = H(X) — logy, m e utilizar este
resultado e o facto de que In(a) < o — 1 para provar que H(X) <
logo m.

Uma fonte de informagao tem um alfabeto de dimensao m. Um dos
simbolos tem probabilidade e enquanto os outros sao igualmente
provéaveis. Determinar 7(X) em termos de m e e.

Fundamentos das Telecomunicagées, 2003



8.5. PROBLEMAS 227

8.8 — Suponha que uma fonte tem m = 3 simbolos com probabilidades
P, =pe P, = P;. Mostre que H(X) = Q(p) + 1 — p. Esboce H(X)
em funcao de p.

8.9 — Uma fonte de dados binaria produz simbolos 0 e 1 com py = % e

p1 = % e a influéncia entre simbolos em grupos de dois simbolos
. . _ 3 _ 1 .

sucessivos é tal que p; /9 = § e py;1 = 7. Calcular a entropia real e

comparar com a que se obteria se os simbolos fossem independentes

entre si.

8.10 — O codigo Morse internacional utiliza uma sequéncia de pontos e
tragos para transmitir letras do alfabeto alfanumérico. O trago é
representado por um pulso de trés unidades de tempo de duracao
e o ponto por um pulso de uma unidade de tempo de duracdo. A
probabilidade de ocorréncia de um tracgo é % da probabilidade de

ocorréncia de um ponto.
a) Calcular o contetido de informagao de um ponto e de um trago.

b) Calcular a informagao média do codigo.

¢) Suponha que o trago dura 1 ms que é o mesmo intervalo de
tempo que a pausa entre simbolos. Determinar o débito médio
de transmissao de informacao.

8.11 — Aplicar o algoritmo de Huffman & fonte do exémplo 8.3. O resul-
tado serd idéntico ao coédigo IV. Confirmar que este codigo possui
a propriedade 6ptima N; = I; e que os digitos binarios 0 e 1 sao
equiprovaveis.

8.12 — Uma fonte emite sequéncias independentes de simbolos de um al-
fabeto contendo cinco simbolos com probabilidades 0.4, 0.2, 0.2, 0.1
e 0.1.
a) Calcule a entropia da fonte.
b) Defina um codificador para a fonte por blocos de K = 2.
8.13 — Determinar um c6digo de comprimento varidvel para a fonte do
problema 8.9
a) Com rendimento nao inferior a 60%.
b) Com rendimento nao inferior a 80%.

¢) Qual a compressao conseguida em cada caso?
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8.14 — Determine qual o comprimento minimo do bloco em que deve co-
dificar a fonte do exémplo 8.6 por forma a obter um rendimento da
codificacao de pelo menos 0.93. Determine um co6digo de Huffman
para esses blocos e a compressao que assim obtém.

8.15 — Confirmar que H(Y|X) = Q(«) para o canal binario simétrico.

8.16 — Considere um canal com a propriedade de z; e y; serem estatisti-
camente independentes Vi, j. Mostrar que H(X|Y) = H(X) e que
H(X,Y) = 0. Que significa, fisicamente, x; e y; serem estatistica-
mente independentes?

8.17 — Considere o canal bindrio nao-simétrico representado na figura 8.9
em que as probabilidades dos simbolos 0 e 1 chegarem ao destino
errados sao respectivamente e (o, f < 1).

1l -«
P(x1) =p Tl e e Y1

P(l’z):l—p xTo . o U2

1-p

Figura 8.9: Canal binario nao-simétrico

a) Determine a entropia na fonte H(X), a entropia no destino
H(Y), a equivocagdo H(X|Y) e a entropia do erro H(Y|X),
quando p(z =0) = %, plx=1)= %, a=0.25e=0.1.

b) Determine a capacidade do canal para a = 0.25 e 5 =0.1.

c¢) Determine a capacidade do canal binario simétrico (o = f3).

8.18 — Mostre que a entropia mutua no canal binario nao-simétrico do
problema 8.17 é dada por

HX,Y) = QB+ (1 —-a-p)p] - pa) - (1-p)Q(B)

8.19 — Diz-se que o canal do problema 8.17 é iniitil se § = 1—«. Justifique
esta afirmacao utilizando argumentos intuitivos e depois analiticos.
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8.20 — Se a e b forem constantes, mostre que

1—a—-0bp

d
—Q(a+bp) = blog, p—

dp

e aplique esta relagdo para confirmar que H(X,Y') na equagao 8.30
é maxima quando p = 1/2.

8.21 — O canal do problema 8.17 é chamado um canal Z quando g = 0.
Utilize a relagdo do problema 8.20 para mostrar que se o = 1/2,
entdo H(X,Y) é méxima quando p = 2/5. Depois calcule C..

8.22 — Suponha que no canal do problema 8.17 se tem v = 1/4 e 8 = 0.
Utilize a relagdo do problema 8.20 para calcular C..

8.23 — Determine a capacidade do canal ternario simétrico no qual a pro-
babilidade de erro por simbolo é de 2a0 (20 < 1).

fim do capitulo 8
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