Capitulo 4

Ruido e Erros

Todos os sinais de comunicagao tteis, sob o ponto de vista do destinatario
da informacao, sao aleatérios ou imprevisiveis. De facto, a comunicacao
nao teria nenhum interesse se o destinatario tivesse conhecimento anteci-
pado do comportamento exacto do sinal que ira receber dado que, se tal
acontecesse, a informagao recebida seria nula (como se justificara mais adi-
ante) e nao seria necessaria a transmissao! Aquilo que o receptor conhece
sao as caracteristicas gerais dos sinais utilizados na comunicacao, como
por exémplo a sua largura de banda, a densidade espectral de poténcia, o
c6digo e a técnica de modulagao utilizados para os simbolos da fonte, etc.

Assim, na impossibilidade de se lidar com descricoes mateméticas deter-
ministicas dos sinais de informacao ha que recorrer a descri¢oes proba-
bilisticas, em que os sinais sao modelados por processos aleatorios.

Por outro lado, em qualquer sistema de transmissao, para além dos sinais
de informagao originados pela fonte, estao presentes outros sinais indese-
javeis, genericamente designados por ruido, os quais nao é possivel elimi-
nar totalmente.

O ruido é intrinsecamente aleatorio dada a natureza dos fenémenos que o
originam pelo que também devem ser descritos como processos aleatorios.

Mais propriamente, os sinais aleatorios sao a manifestacdo de processos
aleatorios ou estocasticos que tém lugar ao longo do tempo.

Este capitulo aborda os fundamentos da descricao de sinais por processos
aleatorios e em especial a descricao do ruido, as suas caracteristicas mais
importantes e a forma como este afecta as comunicagoes.
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80 CAPITULO 4. RUIDO E ERROS
4.1 Sinais aleatérios

A figura 4.1 mostra algumas das formas de onda, s1(t), s2(t), ..., si(t),
correspondentes & emissao de diferentes mensagens por uma fonte de
informagao. A mensagem concreta que é emitida em cada instancia é
pois desconhecida & priori, sendo portanto imprevisivel a forma de onda
(sinal) que ir& ser produzida. O conjunto de todas as formas de onda
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Figura 4.1: Formas de onda num conjunto s(t,a)

capazes de serem geradas pela fonte pode entao ser representado for-
malmente pela fun¢ao s(t¢,a), em que cada elemento do conjunto, desig-
nado funcao amostra, corresponde a um determinado sinal, por exémplo,
Si(t) = S(tvai)'

O argumento fulcral que faz da func¢do s(t,a) um processo aleatorio é a
assumpcao de que, quando se esti a observar uma func¢ao amostra, nao
se sabe de qual das amostras a; se trata. Portanto, num instante ¢; pode
ocorrer qualquer valor do conjunto dos possiveis valores s(t1,a), o que
significa que s(t1,a) constitui uma varidvel aleatérial que toma valores
definidos por s(¢,a1), s(t,az), ..., s(t,a;) no instante ¢ = t;.

Do mesmo modo, s(t2,a) constitui outra varidvel aleatéria que toma va-

Lapesar desta designagdo, uma varidvel aleatéria nio é nem variavel nem aleatoria!
E uma fun¢io que toma valores numéricos bem definidos em consequéncia da ocorrén-
cia de resultados de uma experiéncia que consiste na escolha, ao acaso, dos possiveis
resultados dessa experiéncia
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4.1. SINAIS ALEATORIOS 81

lores definidos por s(t,a1), s(t,a2), ..., s(t,a;) no instante ¢ = to, isto &,
no conjunto {s(t2,a1), s(te,as), ..., s(ta,a;)}.

Assim, um processo aleatorio s(t,a) que passamos a designar por s(t),
omitindo a referéncia a a, nao é mais do que uma familia de variaveis
aleatorias s(t1), s(t2), ..., s(t;), cujas fungdes de probabilidade descrevem
o processo aleatério nos respectivos instantes de tempo.

Se, por exémplo, a fun¢ao de densidade de probabilidade (fdp) de s(t1)
for p1(s1), em que a variavel auxiliar s; nao deve ser confundida com a
func¢ao amostra s1(t) = s(¢,a1), a probabilidade do evento s(t1) < A pode
ser obtida integrando p;(s1) em | — oo, A] e 0 12 momento, ou valor médio,
s(t1) pode ser obtido através da formula usual da esperanga matemética
de uma variavel aleatoria (eq 4.1).

Da mesma maneira, conhecida a fdp de s(t2), p2(s2), se poderia calcular

a probabilidade P[s(t2) < A] e a média s(t2), cujos valores seriam, em
geral, diferentes dos obtidos para s(t1).

Médias de conjunto

Designemos por p(s,t) o conjunto das fdp, entendendo-se com esta nota-
¢ao que p(s1,t1) = p1(s1), p(s2,t2) = pa(s2), etc. A média estatistica ou
valor médio de s(t) é dada por

@) = E[s(t)] = /OO s pls,t) ds (4.1)

—00
em que, na operacao de esperancga, El|, ¢ ¢ uma constante. A equagao 4.1
representa uma média de conjunto, isto é, uma média sobre o conjunto das
formas de onda mantendo o tempo constante. Portanto, o valor da média

de conjunto s(t) pode ser uma funcado do tempo pelo facto das médias
s(t1), s(t2), ...,s(t;) poderem ser diferentes.

O mesmo se pode dizer para as restantes médias ou momentos de ordem
superior. O n-ésimo momento de s(t) seré

@) = B [s"(1)] = / T (s, ) ds (4.2)

— 00

Processos estacionarios e ergddicos

Um processo aleatorio estaciondrio é aquele cujas caracteristicas permane-
cem invariantes no tempo, isto é, qualquer translacao da origem dos tem-
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82 CAPITULO 4. RUIDO E ERROS

pos para todo o conjunto de sinais-amostra {s(¢, a;)} ndo afecta os valores
das médias estatisticas. Neste caso tem-se s"(t1) = s"(t2) = ... = s"(t;) e
portanto s”(¢) nao depende do tempo. Designadamente tem-se,

Els(t)] = 35 = mg, (4.3)

E [sz(t)} = §2 = m?4o? (4.4)

Em que m; e 03 sdo, respectivamente, a média e a varidncia® do processo
aleatorio s(t).

Se num processo aleatério todas as médias de conjunto forem iguais as
correspondentes médias temporais, o processo é designado de ergédico,
isto é, ter-se-4

(si(0) = Bls(0) (45)
(s50) = B[] (4.6)

em que (s;(t)) e (s?(t)) sdo as ja conhecidas médias temporais

‘ T/2
(i) = Jim — / S0 (4.7)
) ‘ T/2
<%w>=,g&f/wzi =S (4.8)

Se 0 < $2 < oo, diz-se que o sinal aleatério ¢ um sinal de poténcia com
poténcia média s2. Assim, fica estabelecida uma relagio entre as carac-
teristicas da descricao aleatoria e as da descricao temporal de um sinal,
permitindo concluir que, se um sinal aleatério é estacionario e ergodico:

(i) O valor médio my é igual & amplitude da componente continua (s(t)).

(ii) O quadrado da média m? & igual & poténcia normalizada da com-

ponente continua (DC) (s(t))2.

(iii) O valor quadratico médio s2 ¢ igual & poténcia média total norma-
lizada (s?(t)) = S.

(iv) A variancia o2 é igual & poténcia média normalizada das compo-
nentes varidveis no tempo de s(t), ou seja a poténcia AC.

2a variancia, ou 22 momento central, é dada por o2 = (s —ms)? =82 — m2
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4.2. RUIDO 83

(v) O desvio padrao o, é igual a raiz do valor quadratico médio, ou seja,
ao valor eficaz® das componentes varidveis no tempo de s(t).

Em conclusao, para efeitos da anélise dos sinais de informagcao, a funcao
de densidade de probabilidade, p(s), de um sinal aleatério ergodico s(t)
substitui a sua descricao temporal. E, na realidade, verifica-se que os
sinais de comunicacao sao razoavelmente bem modelados por processos
estocasticos ergddicos.

4.2 Ruido

Os sinais eléctricos indesejaveis, genericamente designados de ruido, tém
origens diversas podendo ser classificados como de origem humana ou de
origem natural. O ruido de origem humana é causado, por exémplo, pela
influéncia de outros sistemas de comunicagao, de dispositivos de igni¢ao
e comutacao eléctrica, etc. Os fendémenos que produzem o ruido natural
sao por exémplo as descargas atmosféricas, a radiagdo extra-terrestre e o
ruido dos circuitos eléctricos. Um projecto bem concebido de um sistema
de transmissao pode reduzir ou mesmo eliminar completamente os efeitos
de certos tipos de ruido mas a presenca de outros é mesmo inevitavel o
que impoe limitacoes fundamentais ao desempenho dos sistemas.

O ruido pode ser dividido em quatro categorias:
(i) Ruido térmico
(ii) Ruido de intermodulacao
(iii) Crosstalk

(iv) Ruido impulsivo

O ruido térmico é devido & agitagao térmica dos electrées nos condutores,
um movimento aleatério de particulas carregadas. E portanto, e funda-
mentalmente, uma fungao da temperatura a que o sistema se encontra.

O ruido de intermodulacao acontece quando sinais com diferentes compo-
nentes de frequéncia partilham o mesmo meio de transmissao e interferem

3root mean square (rms), o; = \/3_2
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84 CAPITULO 4. RUIDO E ERROS

entre si. O seu efeito é a produgao de sinais com frequéncias que sao a
soma ou a diferenga das frequéncias que compoem os sinais originais.

O crosstalk pode ocorrer pelo acoplamento eléctrico ou electromagnético
entre pares de fios préoximos ou, mais raramente entre cabos coaxiais.
Trata-se de um acoplamento indesejavel entre os percursos geograficos dos
sinais. Um exémplo tipico é o da escuta de uma conversagao telefénica
estranha por cruzamento de linhas.

2

O ruido impulsivo é a designacao da ocorréncia irregular de pulsos ou
estalos de curta duragao e de relativamente grande amplitude (spikes).
As suas causas sao varias, como por exémplo, as perturbacoes electro-
magnéticas externas, as descargas atmosféricas, e as falhas ocasionais do
proprio sistema de transmissao.

As primeiras trés categorias de ruido possuem caracteristicas (aleatorias)
relativamente bem previsiveis ao passo que o ruido impulsivo nao tem
caracteristicas regulares, nao é continuo.

O ruido impulsivo perturba pouco as comunicagoes analdgicas. Uma
transmissao telefénica pode ser corrompida por curtos pulsos ou esta-
los sem perda de inteligibilidade. Contudo, nas transmissoes digitais, este
tipo de ruido é a principal fonte de erro. Um pulso de ruido de 10 ms de
duracao nao afectaria uma transmissao de voz analégica mas corromperia
cerca de 50 simbolos de dados que estivessem a ser transmitidos digital-
mente a 4 800 baud.

4.2.1 O ruido térmico

A teoria cinética das particulas diz que a energia média de uma particula
A temperatura absoluta de 7 é proporcional a k7 em que k é a constante
de Boltzmann.

Quando uma resisténcia metélica de valor R 2 estd a uma temperatura
T, o movimento aleatério dos electrées produz uma tensao aleatéria de
ruido n(t) aos seus terminais. De acordo com o teorema do limite central?,
n(t) possui uma fun¢ao de densidade de probabilidade gaussiana, py(n)

*0 teorema do limite central diz esséncialmente o seguinte: Se uma vari4vel aleatéria
X resulta da soma de n componentes aleatorias independentes e se cada componente
contribui muito pouco para a soma, entao, a fun¢ao de distribui¢do de probabilidade
de X tende para uma distribuigdo gaussiana ou normal a medida que n aumenta,
independentemente das distribui¢goes de probabilidade das componentes individuais
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de média nula e variancia o2, sendo
L —(n-ma)?202
n
m, = n =70 (4.10)
—  2(7kT)?
o2 = n? = %R Volt? (4.11)
onde a temperatura 7 é medida em Kelvin e
k= constante de Boltzmann = 1.38 x 10723  Joules/Kelvin
h = constante de Planck —  6.60 x 1073*  Joules-segundo

As constantes presentes na equacao 4.11 revelam que se trata de um resul-
tado da mecanica quantica a qual consegue mostrar ainda que a densidade
espectral de poténcia do ruido térmico produzido pela resisténcia de R 2
é dada por

kT

h
M) Volt?/Hz para |f| < e (4.12)

2 o _
IN(E ~ 2RM( a

em que se utiliza o indice-R para indicar que se trata da densidade total
do ruido produzido por uma resisténcia de valor R €.

Se, por exémplo, a resisténcia se encontra a uma temperatura ambiente
de 21°C, a que corresponde Ty = 294 K, entdo |[N(f)|% serd esséncial-
mente constante para |f| < 0.1% ~ 0.6 x 1012 Hz. O limite superior
desta banda de frequéncias situa-se na zona do infravermelho do espectro
electromagnético, substancialmente acima das frequéncias utilizadas nas
transmissoes eléctricas pelo que, para todos os efeitos praticos, se pode
dizer que a densidade espectral de poténcia do ruido térmico é constante
e igual a

IN(f)|% = 2RkT Volt?/Hz (4.13)

No entanto, nem toda a poténcia de ruido produzida pela resisténcia é
transferida, sob a forma de sinal de ruido, para o sistema de transmissao,
porque parte dela é dissipada na propria resisténcia. S6 uma parte dessa
poténcia se manifesta no sistema e essa parte é méxima quando a resistén-
cia estd ligada a uma carga, Ry, de igual valor’, Ry = R, resultado que

5¢ um resultado conhecido da teoria dos circuitos eléctricos que a méaxima transfer-

éncia de poténcia para uma carga se dd quando a impedancia da carga é o complexo
conjugado da impedancia da fonte de poténcia. Neste caso, o complexo conjugado de
um valor puramente resistivo é igual a ele proprio.

Fundamentos das Telecomunicagées, 2003



86 CAPITULO 4. RUIDO E ERROS

é aplicavel a densidade de poténcia. A figura 4.2 mostra o circuito equiv-
alente de Thévenin da resisténcia como fonte de ruido térmico, ligada a
uma carga resistiva de valor Ry = R que representa o sistema de trans-
missao influenciado pelo ruido produzido pela resisténcia. A tensao aos

n(t)
IN(R)I

Figura 4.2: Circuito equivalente de Thévenin de uma fonte resistiva de
ruido térmico e respectiva carga de méaxima transferéncia de poténcia

terminais da carga, devido & divisao de tensao, é @ e o seu valor eficaz
6V =4/ (n(t)/2)%. A poténcia média transmitida a carga é pois V?/R,

ou seja, n?(t)/4R, em que n?(t) é a poténcia média total produzida pela
resisténcia. Assim, também, a densidade espectral de poténcia (méxima)
do ruido térmico que se manifesta no sistema, sera dada por

IN(f)? = % = g Watt /Hz (4.14)

valor que depende apenas da temperatura (ver Prob 4.1).

4.2.2 Ruido branco e gaussiano

Para além do ruido térmico produzido pelos circuitos, de que a anélise
para uma resisténcia foi um exémplo, muitas outras fontes de ruido se
caracterizam por uma funcao de densidade de probabilidade gaussiana e
uma densidade espectral de poténcia constante ao longo de quase todo o
espectro electromagnético util.

O espectro do ruido em geral é caracterizado por possuir todas as compo-
nentes de frequéncia em igual proporgao e, por esta razao e por analogia
com a luz branca, é chamado de ruido branco. Em comunicacoes eléc-
tricas o ruido branco e gaussiano é, na grande maioria das situagoes, um
modelo aceitavel para o ruido total presente na transmissao do sinal e
manifesta-se de forma aditiva, no sentido de se ir adicionando ao sinal em
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vérios pontos ao longo do percurso entre a fonte e o destino, sobrepondo-
se aditivamente, tanto em em amplitude como em poténcia, ao sinal de
informacao.

A combinacao de todas as fontes de ruido deste tipo (e nao s6 o de origem
térmica) permite-nos escrever a sua densidade espectral sob a forma

IN(f)]2 = g Watt /Hz (4.15)

em que o factor 1/2 indica que metade da densidade de poténcia diz
respeito ao sub-dominio negativo das frequéncias e a outra metade ao
positivo e 7 quantifica nao s6 a componente térmica (k£7) mas todo o
ruido de origem natural. A figura 4.3 ilustra graficamente as duas fungoes
caracteristicas do ruido branco e gaussiano.

Pu(n) INCI
a
2
n f
0 0
(a) densidade de probabilidade (b) densidade espectral de poténcia

Figura 4.3: Caracteristicas do ruido branco e gaussiano

4.2.3 Largura de banda equivalente de ruido

Uma densidade de poténcia de ruido constante daria uma poténcia de
ruido infinita no receptor® pelo que seria impossivel detectar o sinal com
um tal valor do ruido sobreposto. Porém assim nao acontece visto que
o sistema de transmissao tem sempre uma largura de banda limitada,
limitando assim a poténcia total do ruido, filtrando-o.

Se considerarmos um sistema sem sinal de entrada, apenas o ruido se
manifesta & saida com uma poténcia média

N o= [T INGEER

:77/ ()12 df

Ppois [ IN(f)[Pdf = & [7 df = o0
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=0 [ IHGR (4.16)

em que o integral na equagao 4.16 tem as dimensdes de Hz, ou seja, de
uma largura de banda, podendo-se escrever

N = ngBy (4.17)
com
Y 2
By = < [TIH(G)Edf (4.18)
g Jo
e em que g = |H(f)|}ax ¢ 0 ganho maximo do sistema e By ¢ a sua

largura de banda eqivalente de ruido ou, simplesmente, largura de banda
de ruido.

Exémplo 4.1 Considere-se o sistema de transmissao de 1¢ ordem, com
largura de banda a 3 dB igual a Br, representado pela caracteristica de

poténcia
1
H(f)I = ——

Tem-se para este caso g =1 e

©
BN:/Oﬁdf

By

Q
—
&
3
sy
N

(4.19)

A figura 4.4 dd uma interpretacao geométrica a« By. Neste caso verifica-
se que a largura de banda de ruido (By) € cerca de 50% maior do que a
largura de banda a 3 dB (Br).

Como é, de facto, a relacao entre as poténcias do ruido e do sinal presentes
no receptor que vai determinar a eficacia da detec¢ao do sinal, é usual

adoptar-se para largura de banda de um sistema a seguinte
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HOI
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Figura 4.4: Largura de banda equivalente de ruido de um sistema PB

Definicao 4.1 - Largura de banda equivalente de ruido

de um sistema, € a largura de banda do filtro ideal que deixa passar a
mesma poténcia de ruido que esse sistema e tem o mesmo ganho mdzimo.

Se o sistema do exémplo 4.1 fosse mais selectivo’, isto ¢, com uma transi-
¢ao de corte mais abrupta, a largura de banda de ruido aproximar-se-ia
da largura de banda a 3 dB (ver Prob 4.2). Na maior parte dos casos da
pratica toma-se, sem grande erro, By ~ Br. Em resumo, se o ruido num
sistema de transmissao com largura de banda By, é branco e gaussiano, ele
serd, filtrado pelo sistema e manisfestar-se-4 no receptor com uma poténcia
média

N = 02 = ngBr Watt (4.20)

4.3 Erros

4.3.1 Regeneracgao do sinal digital

Suponhamos uma transmissao digital binaria unipolar. Os simbolos trans-
mitidos sao pulsos rectangulares com T s de duragdo que podem tomar
apenas dois valores, isto é, o simbolo k terd amplitude ay = 0 ou ap = A
consoante represente, respectivamente, o valor légico 0 ou o valor logico
1. Seja tj o instante dentro do intervalo do simbolo £ em que o receptor
toma uma decisao sobre o valor desse simbolo. Esta decisao é tomada

Tum sistema de ordem superior a 12 possuindo, portanto, uma banda de transicio

mais estreita
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com base no valor do sinal y(t) & entrada do receptor no instante

y(tr) = ar + n(ty)

instante em que, para o efeito, é obtida uma amostra do sinal recebido cuja
amplitude, y(t3), ¢ mantida® constante durante um tempo igual & duracio
do simbolo, Ts. O valor de y(¢;) serd a soma da amplitude do sinal com
a amplitude do ruido naquele instante, préviamente filtrada por um filtro
passa-baixo de modo a limitar a poténcia total do ruido & entrada do
receptor. O procedimento de decisdao culmina com a comparacao entre os
sucessivos valores de y(tj) e uma amplitude de limiar fixa, V. A resposta
do comparador sera uma amplitude maior do que zero, indicando o valor
logico 1, ou zero, indicando o valor légico 0, consoante y(tx) > V ou
y(tr) < V respectivamente.

O comparador produz, assim, uma estimativa Z(t) do sinal que foi trans-
mitido, z(t). Estes procedimentos sao ilustrados nas figuras 4.5 e 4.6 que
representam os sub-sistemas componentes do receptor e as respectivas
formas de onda e constituem o que se designa por regeneracao do sinal.

Na realidade o regenerador comporta-se como um conversor analégico-di-
gital ao converter a forma de onda analdgica ruidosa y(t) num sinal digital
sem ruido, Z(t), ocasionalmente com erros.

n(t) Regenerador
filtro y(t) amostrae | Y(&)
X(t) passa-baixo mantem
H Ts o
(0 : v Xt
sincronismo comparador

Figura 4.5: Receptor binario de banda de base

4.3.2 Probabilidade de erro

Existe erro na transmissao digital quando a estimativa nao coincide com
o valor transmitido, isto é, quando Z(t;) # z(tx) o simbolo k esté4 errado.
Interessa conhecer a probabildade de isto acontecer pois serd uma medida

8trata-se da fungdo amostra-e-mantém (ou sample-and-hold, S/H)
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t 1 0 1 1 0 1 0 0
X(t) /A\
y(t){f\ 2l

N

<—-|—S—>

y(t) — —
Vv —

X(0)

erro erro

Figura 4.6: Regeneragao de um sinal binario unipolar

importante da qualidade, ou desempenho, do sistema de transmissao di-
gital. Prosseguindo na anélise da transmissao unipolar, pode dizer-se,
intuitivamente, que a amplitude de limiar, V', deve situar-se num valor
intermédio 0 < V < A. A regeneracao dara origem a erro se, no instante
da amostragem:

— o simbolo transmitido é 0 0 (ax = 0) e o ruido excede V (n(tg) > V),
ou

— o0 simbolo transmitido ¢ o 1 (a; = A) e a soma do ruido com A é
inferior a V' (n(ty) + A < V)

o que se traduz na seguinte expressao para a probabilidade de erro onde
P(X) representa a probabilidade do evento X:

P.=P(ar=0)-P(n(ty) >V)+Plar=A)-P(n(ty) + A< V) (4.21)
Dado que o ruido é estacionario P(n(tx) = x¢) = P(n(t) = z¢) = P(n =
xo) Vi, tg, isto é, a probabilidade do ruido ter um valor de amplitude

igual a zg é independente do tempo, pelo que

Po=Pax=0)-P(n>V)+Pap=A) -P(n<V—A4) (4.22)
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ou, escrita de uma forma mais condensada
Po=PFy- P+ P1- P (4.23)

Estamos a supdr que a ocorréncia dos sucessivos valores dos simbolos
transmitidos sao estatisticamente independentes. Por outro lado espera-
se que a ocorréncia de 0s e 1s numa mensagem longa seja equiprovavel,
hipotese que & razoavel admitir?, ou seja, P(ap = 0) = P(ay = A) = 3

donde ] :
P, = 3 [P(n>V)+ P(n<V —A) (4.24)
em que
Py = Pn>V) = /VoopN(n) dn = Q <UK> (4.25)
V-A "
Py = Pn<V-A4) = /_ pn(n) dn
. /_:opN(n—A) dn = Q(AO_V> (4.26)

e Q(k) é a probabilidade da cauda gaussianal®. O 4baco da tabela 4.2,
no fim deste capitulo, permite determinar alguns valores para Q(k). A
probabilidade de erro pode ser escrita sob a forma

neto(®)re(sh)]

2 on On

Se os simbolos sao originalmente equiprovéveis e se o ruido, em média,
afecta igualmente os simbolos transmitidos independentemente da ampli-
tude destes, entao nao ha razao para que o regenerador altere esta regra
produzindo uma sequéncia Z(t) em que os simbolos néo sejam equiprovéveis.
Isto significa que o valor 6ptimo da amplitude de limiar, Vopta que é tam-
bém o valor que minimiza P,, se deve situar no ponto onde as duas func¢ées
de densidade de probabilidade se intersectam — o ponto médio do inter-
valo [0, A] — ao qual correspondem areas de cauda iguais e portanto
probabilidades de erro iguais. Assim sendo, V¢ = A/2.

9como se justificard mais adiante na Teoria da Informacio
1°Q(k) ¢é a probabilidade de uma variavel aleatoria gaussiana de média m e variancia
o? tomar um valor maior do que m + ko, ié,

;L - —2?/2
Q(k)—m/k e dz

também chamada 4rea sob a cauda gaussiana
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A figura 4.7 ilustra esta discussdo mostrando uma situagao em que V <
Vopt = A/2. Neste caso, a area sombreada mais escura é menor do que
a area sombreada mais clara, significando que a probabilidade de erro
quando a; = A serd menor do que a probabilidade de erro quando a; = 0,
decidindo o regenerador mais favoravelmente pelo valor 1 do que pelo
valor 0, em média. Com V' = Vit = A/2 tem-se Q (%) =qQ (ﬂ) =

On

c

<

< A

g

S 0

o 1 t
-~ Tg—

/ >><\

Figura 4.7: Fdps, amplitude de limiar de decisao e probabilidades de erro

Q (%) pelo que da equacao 4.27 resulta finalmente a probabilidade de
erro para a transmissao binédria unipolar

P=0 ( A ) (4.28)
20p

No caso geral em que os simbolos gerados pelo emissor nao sao equiprovéa-

veis, o valor 6ptimo da amplitude de limiar, que minimiza P, é a solugao

da equacao ‘fllé? = 0 com P, definido pela equacao 4.22. A resolucao desta

equagao que envolve a diferenciagdo dos integrais 4.25 e 4.26, conduz a

seguinte relagao

Py - P(n > VOpt) = P - P(n < VOpt - A) (4.29)

Os valores 0, e A podem expressar-se em fungdo das poténcias médias

do ruido e do sinal respectivamente, dado que N = o2

~ e, para o sinal
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P.=Q (,/%%) (4.30)

Por outro lado o filtro passa-baixo & entrada do regenerador nao pode ter
largura de banda inferior a metade do ritmo de simbolos, isto é, Br =
By > rs/2 pelo que a poténcia do ruido é sempre

unipolar, S = A2%/2

N =B 2% (4.31)

podendo-se obter o seguinte limite inferior para a probabilidade de erro

S
Pe>Q ( m) (4.32)

donde se conclui que, para a mesma poténcia média do sinal e densidade
de ruido, a probabilidade de erro aumenta quando o ritmo de simbolos
aumenta (e vice-versa).

E usual, ainda, representar P, em funcdo da energia média por simbolo,
E,. Para tal basta notar que E;, = S - Ts = S/rs Joules e vem

Es
Pe>Q ( 7) (4.33)

A quantidade
Vs = — (4.34)

é um pardmetro importante na medida de desempenho de sistemas de
transmissao digitais e é comparavel ao pardmetro razao sinal-ruido, % que
¢é mais utilizado para a medida de desempenho de sistemas de transmissao
analogicos.

Os casos de outros codigos de linha podem ser tratados de forma seme-
lhante. Na codificagao binéria polar, por exémplo, os simbolos terdao am-
plitudes a;, = £A4/2. A amplitude de limiar mantém o seu valor relativo
a estas amplitudes, isto é, Vopt = 0 e a poténcia média do sinal sera
S = A?%/4.

A tabela 4.1 resume as varias formas de expressar a probabilidade de erro
para os sinais unipolares e polares.
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Tabela 4.1: Probabilidades de erro

P
Unipolar Polar
Q(27) Q(z7)
15 S
o) o)
> (y%) > Q(y2)
> Q) > Q(V2)

Exémplo 4.2 Um computador transmite por uma porta de comunicagoes,
pulsos unipolares ao ritmo de 10° bps = 1 Mbps para transmissao por um
sistema com ruido de densidade espectral de poténcia 4 x 10720 W/Hz.
Pretende-se determinar o valor para a poténcia média do sinal de modo a
que a taza de erros nao exceda um bit por hora.

Tem-se portanto ry = 108 e n = 4x 10720, A taza de erros mdzima define

o valor mdzimo da probabilidade de erro que é

P o_ n? de digitos errados em 1 hora
=

n? total de digitos transmitidos em 1 hora

1 1
< = ~ 2. 10710
= 3600 xr, 3600 x 109 810

consultando o dbaco de Q(k) verifica-se que Q(6.2) ~ 2.8 x 10710 ¢, como
o sinal é unipolar, \/S/nrs = 6.2, donde resulta

S > 6.22xnry = 6.22x4x10720 x 10 =~ 1.5 x 10712 = 1.5 pW
SiBm > —88 dBm

Trata-se de um valor bastante pequeno. No entanto representa a poténcia
minima do sinal que deve chegar ao receptor. Se se pretendesse determinar
a poténcia minima do sinal no transmissor dever-se-ia adicionar a este
valor a atenuacao introduzida pelo sistema de transmissao.
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Tabela 4.2: Probabilidades da Cauda Gaussiana

A probabilidade de uma variavel aleatéria gaussiana de média m e var-
iancia o tomar um valor maior do que m + ko é dada por

=1 006—902/ "
P(X >m+ko)=P(X <m— ko) =Q(k)

k
1 Tl.O 5.0 6.0 7.010,6
N \
N
\\‘\
N
10° A ' 107
\\
h \
N\
10 \ \ 10°
\
\ \
\

10° . 10°
~ \ ~
=< \ \ <
o \ o

\
10" \\ 10"
\
\ \
10° \ \ 1| 10"
\
-6 \\ | -12
10 10
0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
k
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4.4

4.1 -

4.2 —

4.3 -

4.4 -

4.5 -

Problemas

A partir da equagao 4.11 calcule o valor eficaz (raiz do valor quadra-
tico médio) do ruido térmico aos terminais de uma resisténcia de 1
a temperatura de 29 Kelvin. Utilize a equagao 4.12 para determinar
qual a percentagem desse valor que é devida as componentes de
frequéncia do ruido na banda |f| < 1 GHz.

Considere o sistema de Butterworth de ordem-n definido por

1
|H(f)| = ——=
f 2n
1 o
* (BT>
Mostre que a largura de banda equivalente de ruido esta relacionada
com a largura de banda a 3 dB por

7 Bt

7r
2n sin | —
wsin (5

e que portanto By — Br quando n — oc.

By =

Ml ™

— 00
Sugestao: Notar que /0 T dr = - (M)
n

Considere um sistema de transmissao para sinais binarios unipolares
com simbolos equiprovaveis e S/N = 50 no receptor. Calcule as
probabilidades de erro para cada um dos dois simbolos P,y e P,y €
a probabilidade total de erro P, quando a amplitude de limiar tem
um valor ndo-6ptimo V' = 0.4 A. Compare o valor de P, com o valor
minimo dado pela equagao 4.28.

paran >m > 0.

Determine a razao S/N no receptor de um sistema binério unipolar
com ruido branco e gaussiano de modo a que P, = 0.001. Qual seria
a probabilidade de erro de um sistema polar com a mesma S/N7?

Um sistema de transmissao binario é afectado de ruido branco e
gaussiano com densidade n = 10~!* Watt/Hz. Sabendo que o ritmo
de transmissao é de 1 Mbps determine qual deve ser a poténcia média
do sinal no receptor, para sinalizacao tanto polar como unipolar, por
forma a que a probabilidade de erro nao exceda um bit em um milhao.

fim do capitulo 4
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