Capitulo 2

Analise de Sinais

Os sinais de comunicacao eléctricos sao quantidades variaveis no tempo,
voltagens ou correntes. Embora costumem, como grandeza fisica que sao,
ser representados por fungoes no dominio do tempo, sao também suscep-
tiveis de representacao no dominio da frequéncia no qual podem ser con-
siderados como uma sobreposicao de componentes sinusoidais de vérias
frequéncias, amplitudes e fases. Esta descricio do sinal no dominio da
frequéncia é designada de espectro do sinal.

A anélise espectral de sinais utiliza as séries e as transformadas de Fourier
da anéalise matematica, formalismos que constituem uma das ferramentas
fundamentais da engenharia de telecomunicacoes. Estes formalismos per-
mitem tratar grandes classes de sinais que possuam propriedades seme-
lhantes no dominio da frequéncia independentemente dos detalhes que os
distingam no dominio do tempo. A representagdo dos sinais do ponto de
vista espectral torna-se muito mais sugestiva ao estudar-se a sua inter-
acao com os sistemas de transmissao os quais podem ser caracterizados
por uma funcao de transferéncia, também definida como uma funcao da
frequéncia.

Este capitulo debruca-se sobre a analise espectral dos sinais e dedica uma
atencao especial & interpretacao das suas propriedades no dominio da fre-
quéncia. Examina os espectros de linhas baseados no desenvolvimento em
série de Fourier dos sinais periddicos e os espectros continuos baseados na
transformada de Fourier dos sinais nao-periddicos.
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24 CAPITULO 2. ANALISE DE SINAIS

2.1 Sinais peridédicos: Espectros de Linhas

O dominio da frequéncia vai ser introduzido e interpretado em termos de
fasores rotativos. Comeca-se por definir o espectro de linhas de um sinal
sinusoidal. E depois obtido o espectro de um sinal periodico qualquer, de
poténcia média finita, a partir da sua representacao em série de Fourier.

2.1.1 Fasores e Espectros de Linhas

Consideremos a forma de onda sinusoidal v(t) representada na figura 2.1.
Por convencao, representam-se as sinusoides por funcoes cosseno, isto é,

v(t) = A cos(wot + ¢) (2.1)

onde A é o valor de pico ou amplitude, wy é a frequéncia angular, em
radianos por segundo, e ¢ o angulo de fase. KEste dngulo tem a ver
com o instante escolhido para origem dos tempos e representa o facto
do valor méaximo estar desviado dessa origem de um valor ¢t = —¢/wgy. A
equacao 2.1 significa que v(t) se repete indefinidamente com um periodo
de repeticao Ty = 27/ wy.

v(t)

Figura 2.1: Forma de onda sinusoidal

O inverso do periodo é a frequéncia ciclica

1 wo

=—=—=— 2.2
fo T~ 2n (2.2)
medida em ciclos por segundo, ou Hertz (Hz). Evidentemente que nenhum
sinal real existe indefinidamente mas a equacao 2.1 constitui um modelo
razoavel para uma forma de onda sinusoidal com uma duragao muito
maior do que o seu periodo. Tal como em anélise da corrente alterna
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2.1. SINAIS PERIODICOS: ESPECTROS DE LINHAS 25

estacionaria, a sinusoide pode ser representada no plano complexo por
uma exponencial ou fasor. Esta representacao baseia-se no teorema de
Euler segundo o qual

e? = cosf =+ ysinf (2.3)

em que 7 = /—1 e 0 é um angulo arbitrario. Fazendo 6 = wot + ¢
pode representar-se qualquer sinusoide como sendo a parte real de uma
exponencial complexa

A cos(wot + §) = AR !0 = R[4 0t o] (2.4)

designada de representacao por fasor porque o termo dentro do paréntisis
recto pode ser considerado como um vector rotativo no plano complexo,
conforme mostra a figura 2.2.

= g A
. g % |
2 f
E < 0 f,
o
X
[im| % 0
A cos(w, t+0) L |

Eixo real 0 ; f

a) b) 0

Figura 2.2: Representacao de sinusoide por um fasor

O fasor tem comprimento A, roda em sentido retrogrado a fy rotagoes
por segundo e no instante tg faz um angulo de ¢ radianos com o eixo
real positivo. A projeccao do fasor no eixo real reproduz a sinusoide da
equacao 2.4. O fasor fica completamente definido por trés parametros: a
amplitude, o angulo de fase e a frequéncia de rotacgao.

Para descrever o mesmo fasor no dominio da frequéncia torna-se necessario
associar a amplitude e a fase & frequéncia. Assim, uma descri¢do conve-
niente no dominio da frequéncia seré o espectro de linha da figura 2.2(b), o
qual consiste em dois graficos: o da amplitude em fun¢ao da frequéncia e o
da fase em funcao da frequéncia. Embora esta representacao seja simples
e parega trivial, possui grande valor conceptual quando aplicada a sinais
mais complexos. Na representacdao espectral adoptaremos as seguintes
convencoes:

(i) A variavel independente é a frequéncia, f em Hz. A frequéncia
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26 CAPITULO 2. ANALISE DE SINAIS

angular w, em radianos/seg, é uma notacao sintética para o valor

27 f

(ii) Os angulos de fase sdo medidos relativamente a funcoes cosseno. Os
senos serao convertidos a cosseno através da identidade
sinwt = cos(wt — 90°)

(iii) A amplitude é sempre uma quantidade positiva. Quando aparecerem
sinais com amplitude negativa, esta sera absorvida na fase, isto é,
— A cos(wt) = A cos(wt £+ 180°)

(iv) Os angulos de fase sao expressos em graus embora angulos tais como
wt sejam inerentemente em radianos.

A figura 2.3 ilustra estas convengoes. Os graficos da figura 2.3(b), chama-
dos espectros de linhas unilaterais, podem ser construidos para qualquer
combinacao linear de sinusoides.

Uma outra representacao espectral ainda mais valiosa, embora envolva
frequéncias negativas, é o espectro de linhas bilateral. Esta representagao
decorre da equacao 2.4, tendo em atencao que R[z] = 1/2(z + 2¥) e
fazendo z = A e?™fot . 01® o 2% = A e 927fot . o709 tem-ge

A A
A cos(2m fot + ¢) = 0} /2ot ¢19 3 e 02mfot =99 (2.5)

O lado direito da identidade 2.5 representa um par de fasores conjuga-
dos representados na figura 2.4 juntamente com o respectivo espectro de
linhas. Os fasores tém amplitudes iguais e giram em sentidos opostos
a4 mesma frequéncia fy. O fasor-soma situa-se sempre no eixo real e a
sua amplitude é igual a A cos(27 fot + ¢). O espectro de amplitude tem
simetria par enquanto que o espectro de fase tem simetria impar pois os
fasores sao conjugados.

Deve notar-se que os espectros de linhas, tanto o unilateral como o bila-
teral, constituem tao-sémente representacoes pictoricas de sinusoides ou
fasores funcoes do tempo. A figura 2.5 é a versao bilateral do espectro da
figura 2.3.

Uma linha no espectro unilateral representa uma onda cosseno real, en-
quanto que uma linha no espectro bilateral representa uma exponencial
complexa, donde, para se obter uma onda cosseno real, se deve adicionar o
termo conjugado. Assim, sempre que se fizer referéncia a um intervalo de
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2.1. SINAIS PERIODICOS: ESPECTROS DE LINHAS

v(t)

S\

t

a) Representacao no tempo do sinal v(t) = 7 - 10 cos(40r t-60°) + 4 sen(120r t)
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b)  Espectro do mesmo sina escrito sob aforma
v(t) = 7 cos(2r Ot) + 10 cos(2n 20t+120°%) + 4 cos(2r 60t-90°)

27

Figura 2.3: Representacao de um sinal periodico e seu espectro de linhas

Eixo imaginario

Amplitude
A2 A2
I I
f, 0 f,
Fase
> |’
0 f,

Figura 2.4: (a) Fasores conjugados; (b) Espectro de linhas bilateral
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28 CAPITULO 2. ANALISE DE SINAIS

Amplitude
7
5 5
- | | :
- 60 -20 0 20 60 f
Fase

I o° J I 120°
-120° -90°

Figura 2.5: Versao bilateral do espectro da figura 2.4

frequéncia [f1, fo] num espectro bilateral, esta implicitamente nele contido
o correspondente intervalo de frequéncias negativas, isto é, o intervalo é

definido por fi < |f] < fo.

Finalmente interessa notar que o espectro de amplitude, em qualquer das
versoes, fornece mais informacao sobre o sinal do que o espectro de fase.
Ambas as partes do espectro (amplitude e fase), porém, sdo necessarias a
definicao da func¢ao no dominio do tempo mas o espectro de amplitude,
s6 por si, indica quais as frequéncias presentes no sinal e em que pro-
porcao. Por outras palavras, o espectro de amplitude mostra o contetido
em frequéncias de um sinal.

2.1.2 Sinais Peri6édicos e Poténcia Média

As sinusoides e os fasores pertencem a classe dos sinais periddicos, isto é,
os sinais que permanecem inalterados perante uma translacdo temporal
de Ty seg:

v(t £ mTy) = v(t) —00<t< o

em que Ty é o periodo do sinal. O sinal fica portanto completamente
definido pelos valores que toma num qualquer intervalo de amplitude Tj.

Definamos agora alguns valores médios referentes a um sinal genérico v(t).
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2.1. SINAIS PERIODICOS: ESPECTROS DE LINHAS 29

O walor médio de v(t) ao longo de todo o tempo é definido por

W) = tim L[ o (2.6)

T—oo T _%

O integral d& a area sob a curva v(t) num qualquer intervalo de duragao
T segundos que dividido por T' d& o valor médio nesse intervalo. Fazendo
o intervalo aumentar indefinidamente, T' — oo, obtem-se o valor médio
em todo o tempo. No caso de um sinal periédico, o valor médio para todo
o tempo é igual ao valor médio num periodo

1+7To
(w(t)) = Tio /tt o dt = Tio /TO olt) dt 2.7)

onde fTo designa o integral calculado num intervalo qualquer de amplitude
igual a um periodo.

Suponhamos que v(t) é a voltagem aos terminais de uma resisténcia de
valor R Ohms. O sinal v(t) dara origem a uma corrente eléctrica i(t) =
%. Pode-se entao calcular a poténcia média dissipada na resisténcia

calculando o valor médio da poténcia instantanea s,(t) = v(t) - i(t) =

02#. Na realidade, por vezes, nao se sabe se um sinal é uma tensao ou
uma corrente. Por isso se convenciona normalizar a poténcia supondo que
R = 1. Nestas condigoes, define-se poténcia média, S, associada a um
sinal peridédico arbitrario pela expressao

S = ) = 7 [ 1P a (2.8)

O valor de S sera real e nao-negativo. Quando o integral 2.8 existir e for
limitado, isto &, se for 0 < .S < 0o, v(t) é designado de sinal periodico de
poténcia.

2.1.3 Série de Fourier

O sinal v(¢) da figura 2.3 foi obtido a partir da soma de uma parcela
constante e de duas sinusoides. Indo agora em sentido contrario, procure-
mos decompoOr os sinais peridodicos em somas sinusoidais. A expansao de
uma funcao em série exponéncial de Fourier permite efectuar esta decom-
posi¢ao.
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30 CAPITULO 2. ANALISE DE SINAIS

Seja v(t) um sinal de poténcia de periodo Ty = % O seu desenvolvimento
em série exponéncial de Fourier é da forma

—+o00
o(t) = Y Cp et n=0+1,42 - (2.9)

n=-—oo
em que os coeficientes C), da série sao dados por

1
Cp = — / v(t) e72mfot gy (2.10)
To Jmp

isto &, C,, ¢ o valor médio do produto v(t)-e 72™fot, Dado que, em geral,
os coeficientes sao ntmeros complexos, podem ser expressos na forma
polar C,, = |Cy|e? 8¢ onde argC, ¢ o angulo do complexo C,. A
equacao 2.9 desenvolve um sinal periédico de poténcia numa soma infinita
de fasores em que a n-ésima parcela é dada por

12rtnfot __ . 12mnfot | g arg Chp
Che = |Cpl-e e

A série existe e converge uniformemente se o sinal periddico v(t) tiver
um namero finito de maximos, minimos e descontinuidades por periodo
e se v(t) for absolutamente integravel possuindo area finita por periodo.
Estas condicdes! sdo suficientes mas nao estritamente necessarias. Uma
condigao alternativa é que v(t) possua quadrado somdgvel de forma que
|v(t)|? tenha &rea finita por periodo, o que equivale a um sinal de potén-
cia. Pode dizer-se que todos os sinais com interesse que ocorrem na pratica
obedecem a estas condicoes.

O sinal v(t) na equagao 2.9 consiste numa soma de fasores de amplitude
|Cy| e angulo arg C,, com frequéncias nfy = 0,%fy, £2fy, - - portanto a
sua representacao grafica no dominio da frequéncia consiste num espectro
de linhas bilateral definido pelos coeficientes da série. Para reforcar esta
interpretacao espectral também se escreve

C(nfy) = C,

pelo que |C(nfy)| representara o espectro de amplitude como uma funcao
de f e argC(nfy) representara o espectro de fase. Interessa realcar trés
propriedades importantes dos espectros dos sinais de poténcia:

Lcondigoes de Dirichlet
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2.1. SINAIS PERIODICOS: ESPECTROS DE LINHAS 31

(i) Todas as frequéncias sao multiplas inteiras, harmdnicas, da frequén-
cia fundamental, fo = %0 Assim, as linhas espectrais estao uni-
formemente espacadas de um valor igual a f

(ii) A componente constante é igual ao valor médio do sinal, dado que
para n = 0, a equagao 2.10 da

1

Co= 7 /T o(t)dt = (v(t)) (2.11)

(iii) Se o sinal v(t) for real, entao
C., = C: = |Cple?8Cn (2.12)

o que se deduz a partir da equacao 2.10 substituindo n por —n.
Assim, tem-se |C(—nfo)| = |C(nfo) e arg C(—nfo) = —arg C(nfo)
o que significa que o espectro de amplitude tem simetria par (é
simétrico relativamente ao eixo das ordenadas) e o espectro de fase
tem simetria impar (& simétrico em relagdo a origem dos eixos).

Para sinais reais, a terceira propriedade permite reagrupar a série expo-
nencial em pares conjugados excluindo a parcela Cy. A equagao 2.9 toma
entao a forma

u(t) = Co + Y |2C,| cos(2mnfot + arg Cy) (2.13)

n=1

que se designa por série trigonométrica de Fourier sugerindo um espectro
sob a forma unilateral. E usual, porém, utilizar-se a série exponencial e o
espectro bilateral.

Antes de considerarmos o exémplo na seccao que se segue, interessa in-
troduzir uma fungao que aparece frequéntemente. O célculo de C), (2.10)
envolve muitas vezes o calculo do valor médio de um fasor, isto é, o integral

1 / . (/T —emIT) = 7 S (219
7 ) s 27fT mft .

d& uma funcao do tipo % que passaremos a designar por sinc(a), isto
é,
inc(a) sin(7ma) (2.15)
sinc(a) = .
T
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32 CAPITULO 2. ANALISE DE SINAIS

onde « é a variavel independente. A figura 2.6 representa graficamente
esta fungdo cujo maximo absoluto ocorre em a = 0 e tem zeros em todos
os valores inteiros de «

sinc(a) = 1 se.a =0
10 se a=+£1,£2,--.

//\
5 -4

Figura 2.6: Representagao da fun¢io sinc(a)

2.1.4 Sequéncia de pulsos rectangulares

Consideremos a sequéncia de pulsos rectangulares da figura 2.7. Cada
pulso tem amplitude A e duracao 7. Existem descontinuidades nos ex-
tremos de cada pulso, ¢t = nTy £ 7/2, portanto os valores de v(t) sao in-
definidos nesses pontos de descontinuidade. Este facto realca a diferenca

v(t)

-T, - T, t

NG
o
NI

Figura 2.7: Sequéncia de pulsos rectangulares

entre um sinal com existéncia fisica e o correspondente modelo matemé-
tico, visto que o primeiro nunca apresenta transi¢oes instantaneas. Con-
tudo, o modelo é razoavel se os tempos de transicao forem muito pequenos
quando comparados com a duragao dos pulsos.
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2.1. SINAIS PERIODICOS: ESPECTROS DE LINHAS 33

Para calcular os coeficientes de Fourier, tomemos como limites de inte-
gracao na equacao 2.10 os limites do periodo central ¢ € [—%, + %]

Obtém-se sucessivamente

1 2

2 _
C, = T /_T_o v(t) e #fot gy
2
C, = L [7 Aeemiotg
T() _%
A
C e —grnfor _ _t+ymnfor
"7 anfoTy (¢ ‘ )
C, = Afy sin(7n fo7)
7mf0

Multiplicando e dividindo por 7 d4 finalmente
Cn = Aforsinc(n foT)

o que decorre imediatamente da defini¢ao 2.15 com « = nfy7.

A figura 2.8 mostra o espectro de amplitude obtido a partir de |C(nfy)| =
Afor [sinc(nfor)| e para o caso em que 7 = for = %. As linhas es-
pectrais situadas nos multiplos inteiros de fp tém uma amplitude definida

[C(nfo)l

a) AfOT A

Afgt [sinc fr|

alw
als =
alo

|
j
y
4
T

1,04 1y, 2
o,

b) arg[C(nfy)]

Figura 2.8: Espectro da sequéncia de pulsos rectangulares com fo7 = 1/4
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34 CAPITULO 2. ANALISE DE SINAIS

pela funcao sinc, isto é, a "envolvente" das amplitudes é a fungao sinc que
aparece a tracejado na figura 2.8. As linhas espectrais em 4 fy, 8 fy, etc,
nao existem dado que se situam precisamente sobre os multiplos de % onde
a envolvente é nula. A componente constante tem amplitude C(0) = %v

valor que poderia ser obtido pelo célculo do valor médio de v(t), figura 2.7.

O espectro de fase na figura 2.8(b) obtem-se observando que C,, é sempre
real mas por vezes negativo. Portanto arg C(nfy) toma os valores 0° e
+180° dependendo do sinal de sinc(n fo7).

A sequéncia de pulsos rectangulares estd pois decomposta nas suas com-
ponentes de frequéncia. Consideremos agora a operagao inversa, isto é,
a construgao da sequéncia de pulsos a partir das sinusoides. Para tal es-

crevemos a série trigonométrica da equacgao 2.13 com TLO = for = % e
portanto com C(0) = 4 e [2C,| = Z[sinc (2) | = 22 |sin (%) |. Vem
A 2A A A
v(t) = 1 + V2 cos(2m fot) + — cos(4m fot) + cos(67 fot) + -
i i

Somando as parcelas até a terceira harmonica d4 a aproximagao de v(t)
esquematizada na figura 2.9. Grosso modo, esta aproximacao assemelha-
se & sequéncia de pulsos, mas faltam-lhe as transicoes bruscas nos "cantos"
dos rectangulos. Se se desejar uma melhor aproximagao podem-se tomar
mais harmonicas, por exémplo, até a 72, que & o caso da figura 2.9(b).

De notar que as harmonicas de ordem superior e de menor amplitude
servem principalmente para agucar os cantos da onda rectangular. Deve-
se notar também que a série converge para o ponto médio de amplitude
% em t = +7 onde v(t) tem as descontinuidades.

Exercicio 2.1 Esquematizar o espectro de amplitude de uma sequéncia

de pulsos rectangulares para cada um dos sequintes casos:
Ty Ty
= — T = —
5 2
No dltimo caso a sequéncia de pulsos degenera numa constante ao longo
do tempo. Como € que este facto transparece no espectro?

T T ="1To

2.1.5 Teorema da Poténcia

Este teorema relaciona a poténcia média .S de um sinal periédico com os
seus coeficientes de Fourier.
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D A/ \ somaaté s /\
terceira harmonica
//—_\x constante + 7T
/) \ fundamental y N
// \ / \
\ /
/ \ \
s/ -1/2 0 /2 \/\\ //\'/ T, \ Nt
Soma até &
b) A sétima harmonica /\\//\
A i I\VAVAVAV/\ i [/
V—r/Z 0 /2 v v T, Y t

Figura 2.9: Reconstrucao por série de Fourier de uma sequéncia de pulsos

Se se admitir que v(t) é uma fun¢ao complexa — o caso mais geral — pode
escrever-se

onde v*(t) é o complexo conjugado de v(t). A poténcia média de v(t) é

1
Th

1

S = /TO pOFd & 5= /TO o(t) - v* (1) dt

Substituindo v*(t) pela sua série exponencial vem,

1 +00 o ft
— * —72mn fo
S T /To v(t) LEOO Cre ] dt
+00 1 o fot
S = E {— / v(t) e /=m0 dt} c;
n=—o00 To To "
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36 CAPITULO 2. ANALISE DE SINAIS

em que o integral que figura no somatorio é igual a C,. Tem-se portanto,

+00

s = Y o
n=—00
+0o0

S = Z |Cn|2
n=—00

resultado que constitui o teorema da poténcia de Parseval.

A interpretacao espectral deste resultado é simples: a poténcia média dum
sinal pode ser determinada quadrando e adicionando as alturas |Cp| =
|C'(nfo)] das linhas do espectro de amplitude. O teorema de Parseval
implica a sobreposicao da poténcia média dado que a poténcia média total
de um sinal v(t) é a soma das poténcias médias das suas componentes de
frequéncia.

2.2 Sinais nao-periédicos: Espectros Continuos

Passemos dos sinais periédicos aos nao-periddicos, ou seja, aos sinais que
s6 existem durante um intervalo de tempo relativamente curto. Se um
sinal nao-periédico possui uma energia total finita mas nao nula, sera
representado, no dominio da frequéncia, por um espectro continuo que é
dado pela transformada de Fourier desse sinal.

2.2.1 A Transformada de Fourier

A figura 2.10 mostra um sinal nao-periédico tipico. O pulso rectangular
é estritamente limitado no tempo dado que v(t) é identicamente nulo fora
do intervalo [—7/2, 47/2]. Tais sinais sao designados, de uma maneira
geral, por pulsos. Em qualquer dos casos ao calcularem-se as médias de
v(t) ou de |v(t)]? para todo o tempo verifica-se que sdao iguais a zero.
Consequentemente, em lugar de se falar em poténcia média, nos sinais
nao-periddicos, interessa considerar a sua energia total.

Se v(t) representar uma tensao aos terminais de uma resisténcia R, a
energia total transferida para essa resisténcia serd dada pelo integral da
2
At o 5 t . . .
poténcia instantanea U—}%). Definiremos portanto energia normalizada, F,

de um sinal por

E= /_;OO (1) dt (2.16)
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2.2. SINAIS NAO-PERIODICOS: ESPECTROS CONTINUOS 37
A energia do sinal é dada pela 4rea total sob a curva definida por |v(t)|?.
Por exémplo, a energia normalizada de um pulso rectangular de amplitude
Aée E = AT,

Se o integral 2.16 existir e for limitado, isto é, se 0 < E < oo, o sinal
v(t) tem uma energia bem definida e serd chamado de sinal de energia
nao-periodico. A maior parte dos sinais limitados no tempo de interesse

pratico satisfazem esta condicdo que é necessaria para que o sinal possa
ser analisado por transformada de Fourier.

O espectro do sinal periddico foi definido pela funcao discreta C), definida
no conjunto dominio {---, =2fo, — fo,0, + fo, +2fo, - -}

T
1 2 —g2mn fot
Cn = 0/_1;01)(t)63m0dt

Um sinal nao-perioédico, por sua vez, pode ser considerado um sinal perié-
dico de periodo infinito, definindo-se o seu espectro pelo limite de ToC),
quando Ty — oo, isto é

1y oo
lim ’ v(t) e72mfot gy = / v(t) e 2 gt
TOA)OO _7;_0 —00

onde, na passagem ao limite, nfy se transforma na variavel continua f,
passando o espectro do sinal nao-periddico v(t) a estar definido no inter-
valo continuo | — 0o, +00[. Designaremos essa fungao por V(f), a qual
representa a Transformada de Fourier, ou espectro, do sinal v(t).

V() = Flo(t)] = /7 +: o(t) e 27t gy (2.17)

Assim, o sinal v(t) ja ndo é uma soma de componentes de frequéncia dis-
creta mas o integral de uma fun¢ao V(f) num intervalo continuo, fungao
essa que tem as dimensoes de uma densidade de amplitude, Volts/Hz. Isto
é, enquanto o sinal periddico se obtinha por soma

+o0o
u(t) = D Cp et n=0,+1,42,-

n=—oo
o sinal nao-periédico obtem-se por integragao

o(t) = /_ ;Oo V(f) et gf (2.18)
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38 CAPITULO 2. ANALISE DE SINAIS

integral que define a transformada inversa F~[V (f)]. As equagdes 2.17
e 2.18 correspondem respectivamente as equagoes 2.10 e 2.9 da secgao 2.1
para os sinais periodicos.

V(f) desempenha o mesmo papel para os sinais nao-periodicos que C,
para os sinais periédicos. Um sinal nao-periédico terd um espectro con-
tinuo em lugar de um espectro de linhas. Interessa realgar trés das pro-
priedades mais importantes da Transformada de Fourier V(f) de um sinal

v(t)

(i) V(f) é uma funcao complexa de variavel real. |V (f)| é o espectro
de amplitude e arg V' (f) é o espectro de fase

(ii) O valor de V(f) para f = 0 é igual & area de v(t) pois V(0) =
[ w(t)dt e ja Cp era igual ao valor médio de v(t)

o
(iii) Se o sinal v(t) for real entao V(—f) = V*(f) e [V(=f)| = |V (f)]
e argV(—f) = —argV(f) pelo que o espectro de amplitude tem

simetria par e o de fase tem simetria impar.

2.2.2 Pulso rectangular

Na seccao 2.1.4 determinamos o espectro de linhas de uma sequéncia de
pulsos rectangulares. Consideremos agora pulso rectangular da figura
2.10(a). Este modelo de sinal é tao frequente que se utiliza o simbolo
IT para o representar. Adoptaremos a seguinte notacao

t 1 t] <
II({—-) =
(T) { 0 >
para simbolizar uma fun¢ao rectangular com amplitude unitaria e duragao
7, centrada em ¢t = 0. O pulso da figura serd pois representado por

o(t) = ATI <3> (2.20)

T

(2.19)

NN N[N

Inserindo este v(¢) na definicao (2.17) da transformada, vem

+I
V(f) = P AemmIt gy

_T
2

V(f) = %sin(wa)
V(f) = Arsinc(f7) (2.21)
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v(t)
A |

N[a

ju
2

Figura 2.10: Pulso rectangular nao-periédico

e tem-se V(0) = AT que é exactamente a area do pulso. O espectro
correspondente estd esquematizado na figura 2.11. Comparando este es-
pectro com o da figura 2.8 verifica-se que a medida que Ty — oo, as linhas
se aproximam indefinidamente passando o espectro a consistir na curva
continua que inicialmente era a envolvente das amplitudes das mesmas
linhas.

V()]
At
At |sinc fr]
1 o 1 2 3 4 5 ¢
T T T T T T
arg[V(f)]
180°
i
1] W23l le o

Figura 2.11: Espectro do pulso rectangular V (f) = A7 sinc(f7)

Uma anélise detalhada da figura 2.11 revela que a parte significativa do
espectro se encontra no intervalo definido por |f| < 1 dado que [V (f)| <
[V(0)| para |f| > 1. Como se justificard mais adiante, na secgao 2.2.4,
podemos considerar o valor % como uma medida da largura espectral do

pulso rectangular de duracao 7.
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40 CAPITULO 2. ANALISE DE SINAIS

Se a largura do pulso for reduzida (reducao de 7) a largura espectral é
aumentada e vice-versa. Conclui-se entao que pulsos curtos tém espectros
largos e pulsos prolongados possuem espectros estreitos. Este fen6meno,
chamado de espalhamento reciproco é uma propriedade geral de todos
os sinais, quer sejam pulsos ou nao, pois as variacoes temporais rapidas
dao origem a componentes harmoénicas de alta frequéncia enquanto que
variagOes temporais mais lentas e suaves exibem menor contetido de altas
frequéncias.

2.2.3 Teorema da Energia

O teorema da energia (ou teorema de Rayleigh) de sinais nao-periodicos
é analogo ao teorema da poténcia de Parseval para sinais peridédicos. Diz
que a energia, F, de um sinal v(t) esta relacionada com o seu espectro,

V(f), por

Bo= [ Tvin v

B o= [T wipa (2.22)

o que significa que a energia total de um sinal pode ser calculada inte-
grando o quadrado do espectro de amplitude em | — oo, +00].

A importancia da equagao 2.22 nado reside tanto no facto de se poder
calcular o valor de E dessa forma, pois que normalmente o integral no
dominio do tempo é mais facil de calcular, isto &, E = [T |u(t)|? dt.
A sua importancia revela-se no facto de indicar que |V (f)|? representa a
distribuicao da energia do sinal no dominio da frequéncia designando-se,
por isso, de func¢ao de densidade espectral de energia. Esta funcao aparece
frequentemente representada pela letra G, isto é

Gu(f) = V(P

¢ a densidade espectral de energia do sinal v em Joules/Hz. A energia
numa qualquer banda de frequéncia diferencial df Hz é igual a |V (f)|? df
Joules.

2.2.4 Largura de Banda

A interpretacio dada acima a |V (f)|? fornece uma justificacio quanti-

tativa & nogdo de largura espectral no sentido em que a maior parte da
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energia de um dado sinal devera estar contida no intervalo de frequéncia
que se tomar como sendo a banda do sinal, intervalo esse cuja amplitude
define a largura de banda do sinal.

Para ilustrar este ponto considere-se a figura 2.12 que representa a densi-
dade espectral de energia de um pulso rectangular cuja largura espectral
se disse atras ser de %

Yol

22
AT
(At)2 sinc’ fr

10
T

Al T
AN +
Alw 4

—

Figura 2.12: Densidade espectral de energia de um pulso rectangular

; 1 417, .
A energia, Fy/;, na banda | =+, +2[ & dada pela drea sombreada na figura
2.12, situada entre o primeiro zero negativo e o primeiro zero positivo.

+
N L

By, = / f (A7) sinc(f7) df

Ey; = 0924%7

O célculo do integral foi feito numéricamente. A energia total do pulso
¢ E = [T |(t)|?dt = A?7T, portanto, o intervalo espectral que na
seccao 2.2.2 se disse ter uma amplitude de %, contém mais de 90% da
energia total do sinal.

Definigao 2.1 —Largura de Banda de um sinal

Largura de Banda, B, de um sinal ¢ a amplitude do menor intervalo
espectral positivo que contém 90% da energia total do sinal (ou da sua
poténcia média total, caso se trate de um sinal periddico).
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2.3 Modulacao

2.3.1 Modulagao de Amplitude

A multiplicagdo de um sinal v(¢) por uma onda sinusoidal d& origem a
um novo sinal v,,(t) cujo espectro é o de v(t) transladado na frequéncia
de um valor igual & frequéncia do sinal sinusoidal. Este resultado, que
é a uma propriedade da transformada de Fourier conhecida por Teorema
da modulagdo, é extremamente importante em telecomunicagoes pelo que
passamos a demonstra-lo.

Seja v(t) <> V(f), isto &, V(f) = F [v(t)].

Calculemos o espectro de vy, (t) = v(t) - cos(2m fyt):

Valf) = [ wnty e

—0oQ0

V(f) = /+Oo v(t) - cos(2m fyt) - e IF It

—o0

6]27rft+e—j27rft

5 tem-se

como cos(2m fpt) =
1 +o00
Vm(f) = 5 / ’U(t) . erﬁfpt . 6*]27Tft dt +
—oQ
+ % /+oo ’U(t) . 6_]27rfpt . e—jzﬂ'ft dt
oo

1 +oo 1 400
V) = 3 [T et o L[ et g
—00 —00

2

(1) (2)

O integral (1) é o espectro de v(t) transladado na frequéncia e centrado
em f, e o integral (2) & o espectro de v(t) centrado em — f,, donde resulta
sintéticamente

o(t) -cos@rfyt) & 5 V(= F) + V+5)] (229)

O sinal cos(27 f,t) chama-se sinal portador ou portadora e f, é o valor da
frequéncia portadora. Importa notar que a modulagao, que neste caso é
uma modula¢ao de amplitude, duplica a largura espectral do sinal pois a
parte das frequéncias negativas do espectro passa para o lado das frequén-
cias positivas.
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Exémplo 2.1 - Modulagao digital de amplitude

Considere-se a sinusoide de duragao finita da figura 2.13 resultado da
multiplicagdo de um pulso rectangular de duracao T e amplitude A por um
cosseno de frequéncia f, e amplitude unitdria

() = ATI (;) - cos(2 f,1)

trata-se portanto de uma modulacao digital de amplitude de onda conti-
nua.

t)

” NADAN
EVATATA T

Figura 2.13: a) Sinal modulado em amplitude e b) respectivo espectro

O espectro do sinal z(t) € dado por

2(5) = - sinel(f  f)7) + 5L sinel(7 + 1,71

Dado que a sinusoide tem dura¢do finita o seu espectro é continuo e con-
tém mazis frequéncias para além de £f,. As restantes frequéncias resultam
do facto de se ter z(t) = 0 para |t| > § e quanto menor for T, maior o es-
palhamento espectral & volta de xf, (espalhamento reciproco). Por outro
lado, se o sinusoide tivesse dura¢do infinita, o representagdo no dominio
da frequéncia seria um espectro de linhas bilateral contendo somente as
frequéncias discretas £ f.
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44 CAPITULO 2. ANALISE DE SINAIS
2.3.2 Modulagao de Frequéncia

O sinal sinusoidal da figura 2.14 possui frequéncia constante, f,, excepto
no intervalo —1/f, < t < 1/f, em que a frequéncia muda para 2f,.
Este ¢ um sinal tipico de frequéncia modulada, designadamente, uma
modulacao digital de frequéncia de onda continua, em que é a frequéncia
da portadora que varia de acordo com as variacoes da amplitude do sinal
modulante que, no caso da figura, é um sinal digital com tempo de simbolo
igual a f seg. Interessa-nos conhecer o seu espectro.

Para efeitos de analise seja 7 = 2/ f;, e decomponhamos o sinal v(¢) numa
soma de trés parcelas da seguinte maneira:

t t
v(t) = A cos(2mfpt) — ATl <—> cos(2mft) + A1l (—) cos(4m fpt)
T T
A primeira parcela representa um sinal cosseno de frequéncia f,, a se-

v(t)

\ AW TTAWANA
(VAAVEVRVIVATEAVALVARN

VeI

N[>

Figura 2.14: a) Sinal modulado em frequéncia e b) respectivo espectro

gunda retira-lhe a parte entre —1/f, e +1/f, e a terceira introduz neste
intervalo um cosseno de frequéncia 2f,. Calculando o espectro (a trans-
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formada de Fourier) de v(t) parcela a parcela obtem-se

V(f) = F[A cos(2mfyt)]—

—% [sinc(f — fp)T + sinc(f + fp)7]+

+% [sinc(f — 2fp)T + sinc(f + 2f,)7]

A primeira parcela é o espectro de uma sinuséide de amplitude A que é
constituido por duas linhas de amplitude A/2 localizadas respectivamente
em f, e em —f,. As duas parcelas seguintes, de acordo com o resultado
da equagao 2.23, sao os espectros de dois pulsos rectangulares modulando
em amplitude portadoras de frequéncias respectivamente f;, e 2 f,,.

A figura 2.14b) representa graficamente o espectro de amplitude desta
modulacao de frequéncia. Notar que |V (f)| nao é simétrica relativamente
a frequéncia da portadora f, .

Nesta figura pode verificar-se que o sinal modulado em frequéncia pos-
sui uma largura de banda que é quatro vezes maior do que a do sinal
modulante (o sinal da informacao).

2.4 Problemas

2.1 — Um sinal digital modulado em amplitude (ASK) com poténcia total
normalizada de 250 V2, possui uma densidade espectral unilateral
de poténcia indicada na figura 2.15. Determine a banda a 90% da
poténcia ocupada pelo sinal e a respectiva largura.

2
2|Cfy)|” | pr? 125

63
37
5 10
1 ‘ ; |
0 100 200 300 400 500 600 700 f, Khz

Figura 2.15: Densidade espectral de poténcia de um sinal ASK

2.2 — A figura 2.16 representa dois sinais rectangulares bipolares periodi-
cos, v1(t) e va(t), onde cada rectangulo simboliza um digito binério.
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46 CAPITULO 2. ANALISE DE SINAIS

O tempo do simbolo binario é de Tj seg em ambos os casos, a duragao
do rectangulo &, respectivamente, 71 se Ty s e a sua amplitude é £A
Volt.

a) Determine o espectro de cada um dos sinais.
b) Represente graficamente os espectros de amplitude de vy e vs.

c¢) Determine a largura de banda a 90% da poténcia de cada um
destes sinais.

d) Compare os espectros de amplitude obtidos em b) com o do
sinal rectangular peridédico unipolar da secgao 2.1.4 quanto as
respectivas componentes continuas e harmoénicas.

Sugestao: represente graficamente os espectros de amplitude dos dois
sinais na mesma escala de frequéncia. Considere 7 = 7; e note que o
periodo Tp do sinal na figura 2.7 é diferente do destes

v1(t) v2(t)
-~ T1 > - T —»
A
— Ty — Ty
f f t
—A L
(a) (b)

Figura 2.16: Sinais rectangulares periodicos (a) RZ e (b) NRZ

2.3 — Considere o sinal periddico v(t), de periodo Ty seg, definido por

T
( sin(27 fyt) para 0<t< 70
v =
T
— sin(27 fyt) para  — 70 <t<0

_ 2
em que f, = To-

a) Esquematize graficamente trés periodos deste sinal.

b) Determine uma expressao para o seu espectro, V(f).

c¢) Discuta a possibilidade de utilizagao de formas de onda deste
tipo para a codificacao de linha de digitos binarios.
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24—

2.5 -

2.6 -

A substitui¢do de ¢ por at em wv(t) reflecte uma mudanca da es-
cala de tempos do sinal v(¢). O sinal v(«wt) resultarda expandido
ou comprimido no tempo consoante || < 1 ou || > 1. Se « for
negativo significa que se inverteu o sentido do tempo. Estas trés
situacoes correspondem, por exémplo, e respectivamente, a repro-
ducgao de uma gravacao de audio ou de video a uma velocidade mais
baixa, mais elevada ou em sentido contrario. Esta mudanca de es-
cala no dominio do tempo implica uma reciprocidade no dominio da
frequéncia definida por
1 f
o(at) & —V (-) a0 (2.24)
lal * \a
que é designada por lei do espalhamento reciproco. Utilize a defini-

¢ao da transformada de Fourier para mostrar a veracidade da relagao
2.24.

Determine o espectro do sinal

67t
A sin <l> para |t <
T

v(t) =

NS N

0 para [t| >

e represente graficamente o espectro de amplitude.

No grafico, considere 7 = % x 1074 s.

Considere a modulacdo em frequéncia de uma portadora de fre-
quéncia f,, por uma sequéncia periodica de pulsos rectangulares de
duracao 7 = % e de amplitude unitaria com polaridade alternada.
O desvio de frequéncia para cada polaridade é 0.5f,.

a) Esboce a forma de onda de dois periodos do sinal modulado.

b) Determine a densidade espectral de poténcia do sinal modulado
e represente-a graficamente.

¢) O que conclui quanto & largura de banda deste sinal relativa-
mente & que obteria por modulacao de amplitude da mesma
portadora.

fim do capitulo 2
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